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进入 20 世纪 50 年代 以 后 , 随 着 生产 的 发 展 和 科学 技术 的 进步 ,流体 力学 的 
研究 方向 与 应 用 范围 有 了 明显 的 转变 和 扩大 ,考虑 到 这 一 特点 和 当前 我 国 流体 
力学 教材 中 普遍 存在 的 一 些 不 足 , 作 者 期 望 此 书 能 在 下 述 几 个 方面 有 所 改进 :一 
是 增强 读者 对 现象 概念、 假定 和 结论 等 的 物理 理解 ,为 此 ,除了 加 强 物理 方面 的 
阐述 外 ,还 增加 了 不 少 例题 .照片 .教学 录 相 和 教学 软件 (需要 者 可 与 北京 :海淀 
北京 大 学 音像 出 版 社 二 部 联系 ,邮编 100871). 二 是 提高 读者 解决 实际 问题 的 能 
力 , 为 此 ,详细 地 讲解 了 流体 力学 中 的 积分 方法 ,补充 了 有 关 流 体力 学 应 
用 的 知识 ,特别 是 详细 列举 了 大 量 生 产 中 的 实际 例子 . 三 是 更 新 流体 力 
学 内 容 , 主 要 是 结合 生产 与 学 科 的 发 展 ,增加 了 流体 的 对 流传 热 、 传 质问 
题 ,使 本 书 成 为 一 本 全 面 系 统 讲授 流体 三 种 (动量 、 热 量 和 质量 ) 输 运 现 
象 的 教材 . 

当前 流体 力学 的 另 一 个 显著 特点 为 :无 论 是 从 新 领域 中 提出 的 生产 问题 , 抑 
还 是 在 旧 领 域 中 存在 的 基本 问题 (如 涡流 、 涡 旋 动 力学 流动 稳定 性 和 层 流 向 漠 
流 过 渡 等 ) 都 比较 复杂 ,难于 从 理论 上 解决 ,这 就 要 求 流体 力学 工作 者 在 思想 上 
提高 认识 ,在 心理 上 树立 信心 ,和 在 智能 上 同时 热 练 掌握 分 析 , 实 验 与 数值 计算 
三 种 方法 和 不 断 学 习 更 多 更 新 的 知识 与 技能 ,为 克服 这 些 困难 ,迎接 到 来 的 挑战 
做 好 充分 准备 . 虽然 ,流体 力学 实验 与 数值 计算 一 般 均 已 单独 设 课 , 但 本 课程 是 
流体 力学 的 主力 课程 ,在 彼此 互 不 重复 的 情况 下 ,有 责任 使 读者 对 这 一 新 特点 有 
正确 的 认识 和 全 面 的 了 解 . 为 此 ,对 本 书 第 一 版 的 内 容 作 了 进一步 的 更 新 , 增 减 
和 调整 使 其 能 成 为 一 本 体现 三 种 方法 并 重 的 教材 . 

自 1997 年 秋季 开始 ,全 国 各 高 等 院 校 实行 双休日 制 ,流体 力学 的 教学 时 间 
由 原来 的 140( 或 100) 学 时 缩减 为 120( 或 80) 学 时 ,为 了 适应 这 些 新 特点 和 新 情 
况 , 这 次 增订 与 第 一 版 相 比 主要 作 了 如 下 更 动 : 

(1) 进一步 更 新 内 容 和 重 写 流 体力 学 发 展 简 史 , 层 流向 潢 流 边 界 层 过 渡 , 涡 
流 的 统计 理论 与 模式 理论 简介 和 第 三 章 的 一 部 分 内 容 , 另 外 还 增加 了 英里 森 公 
式 及 其 应 用 ,回顾 与 展望 ,结束 语 和 与 流体 实验 和 数值 计算 有 关 的 内 容 ( 详 情 
见 下 ). ss 
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(2) 删 去 了 部 分 有 粘性 与 无 粘性 流动 的 内 容 如 表面 张力 波 ,浅水 波 中 的 特 
征 线 法 沿 曲 壁 的 层 流速 度 与 温度 边界 层 , 具 有 摩擦 或 加 热 的 圆 管 流动 等 节 和 共 
形 映射 法 与 无 粘 空 间 轴 对 称 流动 中 的 大 部 分 内 容 . 

(3) 将 部 分 内 容 改 排 小 号 字 , 并 注 以 * 号 ,作为 选读 材料 ,如 表面 张力 与 
毛细 现象 ,大 气 的 平衡 ,用 焙 和 烩 表示 的 能 量 方 程 , 施 瓦 英 一 克里斯托弗 
尔 变 换 及 其 应 用 ,斯 托 克 斯 流 数 值 解 简介 和 污染 物 在 大 气 中 的 扩散 
等 节 ， 

(4) 将 原 粘 性 流体 运动 与 边界 层 理论 两 章 重 新 组 合 为 层 流 与 涡流 流动 
两 章 . 

(5) 增加 或 改 用 数值 计算 结果 ,如 给 出 了 几 个 典型 涡 旋 运 动 的 数值 结果 ,并 
与 相应 的 实验 结果 作 了 对 比 ,其 中 包括 绕 长 方形 柱 体 、 贺 柱 、 倾 斜 平 板 和 国 管 突 
然 扩 大 等 流动 中 所 出 现 的 脱 体 涡 . 对 绕 半 无 穷 平 板 流动 也 增加 了 它 的 N 一 S 方 
程 组 的 数值 解 . 

(6) 增加 实验 内 容 如 剪 切 涡流 的 拟 序 运动 和 实验 中 的 发 现 等 节 ， 

(7) 适当 削减 例题 ,调整 习题 和 部 分 附录 ,并 将 习题 分 为 基本 部 分 与 提高 部 
分 ,后 者 用 * 号 标 出 等 . 

(8) 为 了 密切 结合 教学 ,重新 编制 了 教学 录 相 ,大 大 地 充实 了 内 容 , 并 增加 
了 不 少 著者 自己 开发 的 教学 软件 . 

本 书 所 用 术语 均 尽 量 与 全 国 自 然 科 学 名 词 审 定 委 员 会 已 公布 的 相 一 致 ,如 

原 用 压力 气体 分 子 运动 论 音速 ”脉动 速度 ”粘性 系数 ”特征 值 

现 用 压强 气体 动 理学 理论 声速 ” 涨 落 速 度 粘度 系数 本 征 值 

在 本 书 的 讲解 和 计算 中 一 律 采 用 国际 单位 制 (Systeme International d Units 
或 缩写 为 SI Units) , 它 的 基本 单位 和 与 流体 力学 有 关 的 各 主要 导出 单位 的 量 
名 ,单位 和 符号 等 请 见 附录 (C). 

本 书 是 集体 编写 的 ,各 作者 的 分 工 如 下 : 周 光 吉 (北京 大 学 ): 前 言 \ 本 教材 使 
用 说 明 、 绪 论 、 第 四 与 十 一 章 、 第 八 章 的 8.7 一 8.14 节 、 第 九 章 的 9.7 一 9.16 节 、 
实验 中 的 发 现 、 回 顾 与 展望 结束 语 和 附录 (A)(B)(C)(D)(I)(J)(K); 严 宗 筑 
(北京 大 学 ): 第 二 章 、 第 八 章 的 8.1 一 8.6 和 第 九 章 的 9.1 一 9.6; 许 世 雄 (复旦 大 
学 ): 第 五 六、 十 章 和 附录 (下 )(G)(H); 章 克 本 (中 山大 学 ): 第 一 、 三 、 七 章 和 附 
录 (E). 最 后 ,由 周 光 圳 负责 定稿 . . 

证 前 贵 ( 中 国 科 学 院 )、 和 舒 玮 (天 津 大 学 )、 王 振东 (天 津 大 学 )、 般 有 隶 (北京 大 
学 )、 章 本 照 (浙江 大 学 )、 于 年 才 (北京 大 学 ) 和 王 保 国 (清华 大 学 ) 等 教授 对 本 书 
提出 过 许多 宝 责 的 修改 意见 和 建议 , 舒 开 和 王 振 东 二 教授 还 无 偿 地 提供 了 大 量 
教学 录 相 资料 , 特 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

本 书 中 的 部 分 例题 和 习题 是 从 附录 (A) 参 考 书 或 其 他 同类 教材 中 引用 的 ， 


特 在 此 向 有 关 作 者 和 出 版 社 致谢 . 
由 于 作者 的 水 平 有 限 ,不 妥 与 廖 误 之 处 在 所 难免 , 恩 请 广大 读者 及 专家 给 予 
批评 指正 . . 


作 者 
1999 年 10 月 


第 一 版 前 


ot) 


进入 本 世纪 50 年 代 以 后 , 随 着 生产 的 发 展 ,流体 力学 的 研究 方向 与 应 用 范 
国有 着 明显 的 转变 和 扩大 . 考虑 到 这 一 特点 ,本 书 是 根据 原理 工科 力学 系 流体 
力学 基础 课 教 学 大 岗 加 以 适当 修改 和 补充 后 编写 的 . 作者 期 望 此 书 能 在 三 个 方 
面 有 所 改进 ;一 是 增强 读者 对 现象 概念 ,假定 和 结论 等 的 物理 理解 . 为 此 ,除了 
加 强 物理 方面 的 阐述 外 ,还 增加 了 不 少 例题 .照片 和 录 相 影片 . 二 是 提高 读者 解 
决 实际 问题 的 能 力 . 为 此 ,补充 了 许多 有 关 应 用 流体 力学 的 知识 ,特别 是 详细 讲 
解 了 大 量 生产 中 的 实际 例子 . 三 是 更 新 流体 力学 内 容 . 主要 是 结合 生产 与 学 科 
的 发 展 ,增加 了 流体 的 对 流传 热 , 传 质问 题 ,使 本 书 成 为 一 本 全 面 系统 讲授 流体 
三 种 (动量 热量 和 质量 ) 输 运 现象 的 教材 . 

全 书 共 分 11 章 , 总 的 计划 教学 时 间 为 140 小 时 ,平均 每 学 时 约 阅读 4 000 
字 . 具体 的 时 间 分 配 如 下 : 
章 次 绪论 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 

计划 学 时 4 16 6 12 8 10 20 10 18 18 10 8 

根据 这 些 内 容 和 安排 ,本 书 不仅 可 作为 理工 科 力 学 ,工程 热 物理 ,空气 动力 
和 地 球 物理 等 专业 本 科 生 流体 力学 基础 课 的 教材 ,而 且 还 可 作为 土木 化 工 水 
利 、 热 能 .机械 和 环保 等 有 关 专 业 研 究 生 流体 力学 课 的 教材 或 参考 书 . 此 外 ,也 
可 根据 教学 需要 ,选取 书 中 的 部 分 章节 作为 选修 课 教 材 . 例如 取 1,3,8,9 章 与 
1,3,5,6,7 章 可 分 别 组 成 粘性 流体 ( 约 62 学 时 ) 与 无 粘性 流体 ( 约 68 学 时 ) 课 教 
， 又 如 取 2,4,10 章 与 1,3,8， SD TR 

学 教材 等 . 加 * 的 节 可 作 选 用 . 

本 书 所 用 术语 将 尽量 与 全 国 自 然 科学 名 词 审定 委员 会 已 公布 的 相 一 致 ,如 


原 用 压力 气体 分 子 运动 论 音速 速度 剖面 脉动 速度 
现 用 压强 气体 动 理学 理论 声速 速度 廓 线 涨 落 速度 
原 用 ”状态 方程 ”状态 参数 粘性 系数 ”特征 值 
现 用 ” 物 态 方 程 ( 物 ) 态 参数 粘度 系数 。” 本 征 值 


等 等 . 


.2 ， 第 一 版 前 言 


在 本 书 的 讲解 和 运算 中 一 律 采用 国际 单位 制 (Systeme International d Units 
或 缩写 为 SI Units) , 它 的 基本 单位 和 与 流体 力学 有 关 的 各 主要 导出 单位 的 量 
名 ,单位 和 符号 等 请 见 附录 C. 

在 教学 过 程 中 ,为 了 加 深 读 者 对 内 容 的 直观 理解 ,建议 采用 天 津 大 学 力学 系 
译 制 的 流体 力学 教学 录 相 带 ( 可 向 该 系 直接 联系 选 购 ). 具体 内 容 与 使 用 方法 请 
见 附录 A. 

本 书 是 集体 编写 的 各 作者 的 分 工 如 下 : 周 光 吉 ( 北 京 大 学 ) 编 写 绪论 ,4,9,11 
章 和 附录 (A)(B)(C)(D),(H) (1)(J); 严 宗教 (北京 大 学 ) 编 写 2,8 章 ; 许 世 雄 
(复旦 大 学 ) 编 写 5,6,10 章 和 附录 (F)(G), 和 章 克 本 (中 山大 学 ) 编 写 1,3,7 章 
和 附录 (下 ). 最 后 ,由 周 光 吉 负责 定稿 . 

孙 天 风 ( 北 京 大 学 )、 徐 燕 候 (中 国 科 技 大 学 )、 芒 春 浦 ( 上 海 交 通 大 学 )、 章 本 
照 (浙江 大 学 )、 王 振东 (天 津 大 学 )、 李 国 钓 (华中 理工 大 学 )、 张 涤 明 (中 山大 学 ) 
和 金 希 卓 (吉林 大 学 ) 等 教授 对 本 书 提出 过 许多 宝 责 的 修改 意见 , 特 在 此 表示 衷 
心 的 感谢 . 

本 书 中 的 部 分 例题 和 习题 是 从 附录 (A)( 在 下 册 中 ) 的 参考 书 和 其 它 教材 中 
引用 的 . 在 此 , 特 向 有 关 作 者 致谢 . 

由 于 作者 的 水 平 有 限 ,不 妥 与 廖 误 之 处 在 所 难免 ,恳请 广大 读者 及 专家 给 予 
批评 指正 . 


作 者 
1991 年 12 月 


本 教材 使 用 说 明 


本 教材 系 根据 原理 工科 力学 专业 流体 力学 基础 课 教 学 大 纲 加 以 更 新 和 修改 
后 编写 的 ,全 书 共 分 11 章 . 总 的 授课 学 时 为 120, 但 车 适当 删 减 内 容 , 亦 可 作为 
授课 80 学 时 的 教材 , 即 每 学 时 平均 阅读 约 4 000 字 . 各 章节 的 具体 时 间 分 配 
如 下 : 
章 次 绪论 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
120 学 时 2 12 5 12 8 8 14 8 18 18 8 7 
80 学 时 2 9 4 9 6 6 10 0( 或 6) 11 10 6( 或 0) 7 
无 论 授课 学 时 为 120 抑 还 是 80 均 请 注意 下 列 各 点 : 
(1) 凡 书 中 用 小 号 字 排 印 或 加 * 的 内 容 不 必 讲 授 , 仅 供 部 分 学 生 自 由 选读 . 
(2) 讲授 时 ,一 定 要 结合 专业 需要 精 选 例题 , 以便 节 约 时 间 获 得 较 好 效果 . 
(3) 对 于 80 学 时 的 教学 ,可 根据 专业 要 求 删 减 内 容 ,下 面 提供 一 些 初步 建 
议 , 供 参 考 ; 
绪 论 结合 专业 扼要 重点 讲授 
第 一 章 ”重点 讲授 1.1 节 中 的 (二 )( 三 )( 四 ) 和 1.2 节 中 与 欧 拉 描 述 有 关 的 
内 容 , 仔 细 或 扼要 讲授 1.3 一 1.6 节 
第 二 章 “仔细 或 扼要 讲授 2.1 一 2.4 节 和 2.6 节 ,在 2.5 节 中 只 讲求 合力 ， 
不 讲求 合力 线 
第 三 章 ”仔细 或 扼要 讲授 3. 1 一 3. 4 节 ， 3.6 节 和 3.8 一 3.10 节 , 删 去 3.5 
= ) 节 的 5 和 3.7 节 中 的 (三 ) 
第 四 章 ”结合 专业 精 选 例题 
第 五 章 人 1 与 5.4 节 , 删 去 5.2 与 5.3 节 中 的 部 分 推导 
第 六 章 ”仔细 或 扼要 讲授 6.1 和 6.3 一 6.7 节 , 删 去 6.2 节 中 的 (二 ) 和 6.8 
节 中 的 (一 ) 与 (二 ) 
第 七 章 ”全 部 删 去 (或 适当 删 减 7.8,7.9 和 7.11 节 中 的 内 容 ) 
第 八 章 ”仔细 或 扼要 讲授 8.1,8.3 一 8.4,8.7 一 8.9,8.11 和 8.14 节 ,8.2 
节 只 讲 量 纲 分 析 法 , 删 去 8.5 节 中 (三 ),8.6 节 中 (二 ) 与 (三 ) 的 推 


2 本 教材 使 用 说 明 


导 , 删 去 8.10,8.12 一 8.13 节 
第 九 章 ” 人 和 仔细 或 扼要 讲授 9.1 一 9.3,9.5 一 9.10,9.13 一 9.14 等 节 , 删 去 9.4 
和 9.11 一 9.12 节 
第 十 章 ” 删 去 10.3 节 (二 ),10.4 节 (二 )( 三 ) 与 10.5 节 (二 )( 三 ) 中 的 推 
导 ,10.6 节 仅 作 定性 分 析 , (或 将 全 章 删 去 ) 
第 十 一 章 适当 删 去 11.6 与 11.10 节 中 的 内 容 , 并 结合 专业 精 选 例题 
根据 本 教材 的 内 容 和 安排 ,本 书 不 仅 可 作为 理工 科 力 学 、 工 程 热 物理 ,空气 
动力 学 和 地 球 物理 等 专业 本 科 生 流体 力学 基础 课 的 教材 ,而 且 还 可 作为 土木 .化 
工 . 水 利 、 热 能 ,机 械 和 环保 等 有 关 专 业 研究 生 的 流体 力学 教材 或 参考 书 . 此 外 ， 
也 可 根据 教学 需要 ,选取 书 中 的 部 分 章节 作为 选修 课 教 材 . 例如 取 1,3,8,9 章 
与 1,3,5,6,7 章 可 分 别 组 成 粘性 流体 与 无 粘性 流体 力学 课 教材 . 取 2,4,10 章 
与 1,3,8,9 章 中 的 部 分 内 容 , 可 组 成 工程 应 用 性 较 强 的 流体 力学 教材 等 . 


绪 从 


0.1 流体 力学 的 研究 对 象 和 它 已 与 现代 化 建设 的 关系 


流体 力学 是 一 门 基础 性 很 强 和 应 用 性 很 广 的 学 科 . 它 的 研究 对 象 随 着 生产 
的 需要 与 科学 的 发 展 在 不 断 地 更 新 ,深化 和 扩大 . 60 年 代 以 前 , 它 主要 围绕 航 
空 ,航天 ,大 气 ,海洋 ,航运 ,水 利和 各 种 管 路 系统 等 方面 ,研究 流体 运动 中 的 动量 
传递 问题 , 即 局 限于 研究 流体 的 运动 规律 ,和 它 与 固体 ,液体 或 大 气 界面 之 间 的 
相互 作用 力 问 题 . 50 年 代 以 后 ,能 源 ,环境 保护 ,化 工 和 石油 等 领域 中 的 流体 力 
学 问题 ,逐渐 受到 重视 . 这 类 问题 的 特征 是 :尺度 小 ,速度 低 ,并 在 流体 运动 过 程 
中 还 伴随 有 传 热 , 传 质 现象 . 近年 来 ,流体 的 对 流传 热 , 传 质 问题 受到 高 度 重视 ， 
并 获得 巨大 发 展 . 这 样 ,流体 力学 的 研究 对 象 , 从 流体 的 动量 传递 扩展 到 它 的 热 
量 与 质量 传递 ,也 就 是 说 ,除了 研究 流体 的 运动 规律 以 外 ,还 要 研究 它 的 传 热 , 传 
质 规律 . 同样 地 ,在 固体 ,液体 或 气体 界面 处 ,不 仅 研 究 相 互 之 间 的 作用 力 ,而 且 
还 需要 研究 它们 之 间 的 传 热 \ 传 质 规律 . 

流体 力学 与 我 国 现代 化 建设 有 着 密切 的 联系 ,例如 :研究 大 气 和 海洋 运动 可 
以 做 好 天 气 与 海 情 预 报 ,以 便 为 农业 ,渔业 ,航空 ,航海 ,国防 和 人 民生 活 服务 ; 研 
究 各 种 空间 飞行 物体 如 飞机 ,人 造 卫 星 , 导 弹 ;炮弹 和 各 种 水 上 或 水 下 运动 物体 
如 船 舰 ,潜艇 ,鱼雷 等 的 运动 ,可 以 了 解 它们 的 空气 和 水 动力 性 能 ,以 便 获得 阻力 
小 ,稳定 性 高 的 最 佳 物体 外 形 ; 研 究 河流 ,渠道 和 各 种 管 路 系统 内 的 流动 ,可 以 掌 
握 它们 的 运动 规律 ,特别 是 它们 与 各 种 界 壁 之 间 的 作用 力 ,以 便 获得 耗 能 少 , 安 
全 性 高 的 工程 设计 ;研究 核反应 堆 ,动力 设备 中 的 冷却 系统 , 热 交 换 器 ,水 暖 系统 
以 及 各 种 化 工 设备 中 的 流动 ,不 仅 可 以 了 解 它们 的 运动 规律 ,而 且 可 以 掌握 它们 
在 壁面 处 的 传 热 , 传 质 规律 等 . 此 外 ,油田 气田 的 开发 ,地 下 水 的 利用 ,以 及 机 械 
的 润滑 等 均 无 不 与 流体 力学 密切 相关 . 特别 是 近 数 十 年 来 ,流体 力学 与 相 邻 学 
科 相 结合 ,发展 了 许多 新 的 交叉 分 支 学 科 , 大 大 充实 了 流体 力学 的 研究 内 容 和 扩 


De 绪 论 


大 了 它 的 研究 和 应 用 领域 . 


0.2 流体 力学 发 展 简 史 


流体 力学 和 其 他 学 科 一 样 ,是 人 类 为 了 满足 自身 生活 和 生产 的 需要 ,在 认识 
与 改造 自然 的 斗争 中 , 随 着 实践 经 验 的 不 断 积累 ,技术 与 知识 水 平 的 逐渐 提高 ， 
才 开始 形成 和 发 展 起 来 的 . 这 一 过 程 大 致 可 分 为 五 个 时 期 : 


第 一 时 期 一 一 约 公元 前 30 000 世纪 至 前 20 世纪 

从 世界 范围 来 看 ,这 一 时 期 主要 包括 担 石 器 时 代 和 新 石器 时 代 ( 前 90 世纪 
至 前 20 世纪 ). 而 旧 石 器 时 代 又 可 再 分 为 早期 ( 约 前 30 000 世纪 至 前 2 000 世 
纪 ), 中 期 (前 2 000 世纪 至 前 400 世纪 ) 和 晚期 (前 400 世纪 至 前 90 世纪 ). 这 是 
一 个 极其 漫长 原始、 蒙昧 而 又 发 展 迟 缓和 缺乏 文字 记载 的 史前 时 期 . 一 切 有 关 
资料 只 能 来 自 现 有 的 考古 成 果 . 这 样 ,下 面 的 叙述 是 不 完全 的 ,也 不 是 一 成 不 
变 的 . 

在 旧 石 器 时 代 早 期 ,我 们 的 祖先 除了 用 天 然 石 块 、 木 棱 以 外 ,主要 是 打 制 一 
些 简 单 、 粗 糙 的 石 质 工 具 , 如 了 砍 砸 器 、 刊 谢 器 、 尖 状 器 和 原始 石 球 等 去 采集 植物 果 
实 和 捕捉 动物 ,过 着 游牧 的 群体 生活 . 在 制作 工具 的 过 程 中 ,已 逐步 知道 应 用 力 
学 中 的 尖 臂 原理 . 在 投 撞 石 块 . 木 棒 、 石 球 和 以 后 经 过 改进 的 各 种 投掷 物 ( 如 短 
矛 与 箭 ) 时 ,就 提出 了 抛射 体 在 流体 中 的 运动 问题 . 

这 一 时 期 的 最 大 突破 是 许多 地 方 (如 肯尼亚 中国、 南非 和 法 国 等 ) 的 居民 已 
知道 使 用 自然 火 ,到 了 中 期 又 发 明了 保存 火种 与 人 工 取 火 的 方法 . 这 是 人 类 首 
次 使 用 和 支配 自然 力 的 一 种 表现 , 它 对 人 类 的 生活 和 生产 产生 了 无 法 估计 的 
影响 . 

进入 中 期 以 后 ,工具 的 品种 翻新 、 形 式 多 样 , 打 制 技术 也 有 很 大 提高 ,同时 还 
出 现 了 复合 工具 ,它们 的 典型 代表 是 用 石 球 与 绳索 制 成 的 飞 石 索 与 绊 兽 索 . 这 
些 工 具 不 仅 大 大 提高 了 狩猎 的 射程 和 杀伤 力 . ,而 且 还 使 人 们 意识 到 为 了 稳定 飞 
行 方向 、 减 少 阻力 、 扩 大 射程 必须 把 石 球 制作 得 尽量 接近 球形 . | 

晚期 的 特点 是 发 明了 磨 制 技术 与 销 孔 技术 ,复合 工具 日 益 增 多 ,出现 了 细 石 
器 和 骨 制 工具 . 欧洲 普遍 使 用 投 矛 器 , 它 是 利用 增加 投掷 臂 长 以 提高 矛 的 初始 
速度 . 我 国 发 现 了 3 万 年 前 的 石 铂 和 近 2 万 年 前 的 骨 针 . 石 包 的 出 现 表 明 已 有 
了 弓箭 , 它 是 将 机 械 功 储存 为 势能 再 转换 成 动能 以 提高 箭 的 速度 ,这 是 一 件 非常 
了 不 起 的 发 明 创造 , 更 令 人 吃惊 的 是 当时 人 们 已 认识 到 为 了 保证 箭 的 飞行 稳定 
需要 在 箭 的 尾部 安装 一 些 羽毛 一 类 的 配 重 物 . 投 矛 器 与 弓箭 的 发 明 使 人 类 的 狩 
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猎 水 平 达 到 一 个 新 的 水 平 . 

约 在 公元 前 9 千年 左右 ,最 后 一 个 冰期 即 告 结 束 . 地 球 上 出 现 了 一 些 温暖 
潮湿 的 地 区 如 西亚 埃及 .中 国 和 印度 等 . 人 类 历史 出 现 了 重大 转变 , 即 由 采集 
狩猎 经 济 逐 渐 转 变 为 农业 畜牧 经 济 ,由 游牧 生活 逐渐 转变 为 定居 生活 ,由 旧 石 器 
时 代 逐 渐 转 变 为 新 石器 时 代 , 通 常 将 这 一 转变 称 为 农业 革命 . 

这 时 西亚 和 中 国 成 为 人 类 文化 最 先进 的 地 区 . 约 公元 前 8 千年 左右 , 巴 勒 
斯 坦 、 土 耳 其 \ 伊 朗 \ 埃 及 和 中 国 相 继 进入 农 牧 业 的 形成 阶段 . 工具 仍 以 打 制 为 
主 , 但 细 石 器 与 骨 制 工具 增多 ,为 了 满足 农业 生产 的 需要 ,还 出 现 了 石 镰 、 石 铲 、 
石 杆 ` 石 白 \ 石 磨盘 和 石 容 器 等 工具 . 几乎 与 此 同时 , 即 约 公 元 前 8 千年 与 前 6 
千 多 年 ,中 国 与 伊拉克 、 伊 朗 分 别 掌握 了 制 陶 技术 ,这 一 发 明 极 大 地 改善 了 人 们 
的 生活 和 生产 . 

为 了 用 水 方便 , 先 民 们 最 先 大 都 定居 在 河流 的 二 级 台地 或 河 网 地 区 ,这 些 地 
方 常年 雨量 不 均 , 要 从 事 农 业 生产 ,需要 进行 人 工 灌溉 . 土耳其 \ 仇 拉克、 叙利亚 
和 中 国 均 发 现 公元 前 6 千 多 至 前 5 千年 的 原始 灌溉 沟渠 遗迹 . 这 表明 当时 的 人 
们 已 掌握 了 开 沟 引 渠 \ 修 筑 田 霹 的 技术 ,也 就 是 已 认识 到 要 使 水 流向 下 必须 使 汇 
底 具 有 一 定 坡度 的 原理 . 灌溉 农业 的 出 现 是 人 类 开始 利用 与 控制 另 一 自然 力 
一 一 水 一 一 的 具体 表现 . 

英国 \、 埃 及、 荷兰 和 中 国 均 分 别 发 现 了 公元 前 7 千 多 至 前 5 千年 的 独 木 舟 、 
宽 翼 与 窄 翼 木 桨 等 ,这 充分 表明 早 在 新 石器 时 代 初 期 ,人 们 对 浮力 与 反作用 力 的 
认识 与 应 用 就 已 达到 相当 成 熟 的 阶段 . 另 一 推动 船舶 前 进 的 工具 是 风帆 , 尼 罗 
河上 至 少 公元 前 3 千 多 年 就 出 现 了 帆船 ,中 国 的 甲骨 文中 也 早已 有 了 “ 帆 " 字 ;这 
说 明 中 国 至 少 也 有 3 千 多 年 的 用 帆 历 史 . 风帆 的 出 现 是 人 类 开始 对 第 三 种 自然 
力 一 一 风 一 一 的 利用 和 控制 . 

当 人 们 汲取 饮用 或 灌溉 用 水 时 ， 往往 会 遇 到 水 源 低 ， 用 水 地 高 的 情况 ,这 时 
就 需要 有 提 水 工具 ,最 原始 的 有 木 桶 、 房 斗 等 . 值得 一 提 的 是 公元 前 4 千年 中 国 
烧 制 了 一 种 尖 底 、 小 口 、 大 腹 的 陶 钠 ,在 使 用 过 程 中 ,利用 重心 与 浮 心 的 相对 变 
化 ,使 汲 水 容易 ,是 一 件 很 富 创造 性 的 发 明 . 

为 了 生产 和 生活 的 需要 , 约 公元 前 2 千年 中 国 就 发 明了 计时 用 的 向 制 单 坦 
滴漏 ,600 年 后 ,埃及 出 现 了 类 似 的 计时 工具 * 称 为 水 钟 ,它们 都 是 应 用 和 孔 口 出 流 
原理 制 成 的 . 


第 二 时 期 一 一 公元 前 20 世纪 至 17 世纪 下 寻 

自 公 元 前 3 千年 起 ,各 文明 古国 相继 进入 有 文字 记载 的 时 期 . 但 流体 力学 
知识 与 工程 设计 概念 仍然 非常 缺乏 ,在 生产 与 生活 实践 中 ,人 们 只 能 依靠 观察 、 
测量 和 实践 一 一 提高 一 一 再 实践 一 一 再 提高 的 过 程 ,去 认识 流体 运动 的 一 般 性 
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质 和 应 用 它 的 定性 规律 . 

为 了 发 展 农业 、 便 利 交通 和 改善 饮用 水 ,各 文明 古国 均 大 力 整治 河道 ,兴建 
水 利 ,开凿 运 河和 发 展 灌溉 ,如 埃及 开发 法 雍 地 区 ,开凿 连 系 尼罗河 与 红海 的 运 
河 , 中 国治 理 黄河 ,沟通 连 系 五 大 水 系 的 大 运河 和 修建 闻名 世界 的 都 江 堰 等 . 通 
过 这 些 实践 活动 ,不 但 积累 了 丰富 的 经 验 ,提高 了 对 水 流 运动 规律 的 认识 ,而 且 
还 大 大 增强 了 人 们 对 水 流 的 控制 与 驾驭 能 力 . 

除了 用 地 面 水 灌溉 以 外 ,还 可 以 用 地 下 水 ,通常 称 为 井 灌 . 特别 是 , 约 公元 
前 1 千年 , 东 土 耳 其 与 伊朗 西北 部 的 高 原 地 区 发 明了 用 上 暗 渠 坎 儿 井 进行 灌溉. 
约 8 百年 后 ,中 国 的 新 疆 地 区 也 广泛 使 用 这 一 技术 . 

约 公元 前 1 千年 与 公元 1 世纪 中 国 分 别 发 明了 利用 反作用 原理 控制 船舶 航 
向 的 木 档 和 尾 舵 ,这 是 对 世界 造船 业 的 一 大 贡献 ,欧洲 直到 19 世纪 才 开 始 使 用 
榴 与 舵 . 

约 公元 前 700 年 ,管仲 (前 725 一 前 645) 科 学 地 总 结 了 中 国 的 治 河 与 修 渠 经 
验 ,其 中 包括 河渠 与 堤坝 的 定量 设计 理论 ,河流 与 河道 的 相互 作用 等 . 这 些 论 
述 ,对 后 来 的 工程 实践 起 了 很 好 的 指导 作用 . 

公元 前 6 世纪 至 公元 3 世纪 ,无 论 是 在 希腊 、 罗 马 抑 还 是 在 中 国都 是 一 个 学 
术 思 想 活 跃 人 才 辈 出 的 时 期 . 以 后 ,欧洲 进入 黑暗 时 代 . 从 公元 3 至 13 世纪 ， 
中 国 的 科学 技术 遥遥 领先 于 欧洲 . 在 与 流体 力学 有 关 的 领域 内 ,流体 机 械 与 航 
空 似乎 显得 更 为 突出 . 

在 希腊 与 罗马 ,公元 前 5 世纪 时 , 恩 贝 多 克 里 ( 前 492 一 前 432) 通 过 观察 旋 
风 和 搅动 感 于 容器 中 的 带 颗 粒 液体 发 现 了 所 谓 “ 茶 杯 现象 "， (参见 第 五 章 末 " 实 
验 中 的 发 现 ”( 八 ))100 年 后 , 亚 里 斯 多 德 (前 384 一 前 322) 探 讨 了 运动 物体 的 阻 
力 问题 和 旋风 与 旋涡 的 成 因 等 . 再 100 年 后 , 特 斯 贝斯 (前 3 世纪 ) 发 明了 单 动 
式 单 活塞 哪 简 ( 泵 ). 菲 罗 ( 前 3 世纪 ) 发 明了 用 下 击 式 水 轮 带 动 的 链 - 简 式 水 车 
和 虹吸 管 . 维特 鲁 维 斯 (前 1 世纪 ) 随 即 深入 分 析 了 各 种 下 击 式 水 车 ,如 鼓 式 、 
链 一 简 式 和 简 - 轮 式 等 . 至 公元 1 世纪 , 希 罗 (62 一 “) 描 述 了 一 种 用 燕 汽 转动 
的 圆 球 , 它 实际 上 是 喷气 原理 的 最 早 应 用 . 

几乎 与 非 罗 提 出 链 - 简 式 水 车 的 同时 ,在 地 中 海 东部 的 西亚 地 区 出 现 了 
简 -- 轮 式 水 车 . 公元 前 2 世纪 ,在 地 中 海北 方 的 亚 德里 亚 海 东 岸 又 出 现 了 利用 
水 力 磨 制 玉米 的 水 磨 . 及 至 7 世纪 , 始 知 伊朗 存在 风车 , 约 两 世纪 后 ,在 伊朗 与 
阿富汗 的 交界 处 出 现 了 立轴 式 帆 风 车 . 12 世纪 时 ,在 欧洲 出 现 平 轴 式 帆 风 车 . 

当 欧 洲 出 现 水 磨 时 ,中 国 也 将 水 力 用 于 推动 石 礁 和 石 磨 . 公元 1 世纪 , 毕 岗 
与 杜 诗 分 别 发 明了 用 于 灌溉 提 水 的 翻车 ( 即 龙 骨 车 ) 和 用 于 冶炼 鼓 风 的 水 排 . 在 
风力 利用 方面 ,公元 前 40 年 ,中 国 发 明了 利用 人 造 风 分 离 谷 糠 与 谷 籽 的 旋转 扇 
车 (或 购车 ). 12 世纪 前 后 又 发 明了 双 动 式 单 活 塞 风 箱 , 随 及 发 展 为 各 式 各 样 的 
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风 箱 . 这 些 鼓 风 装 置 如 扇 车 , 风 箱 和 龙骨 车 均 于 16 世纪 后 传人 欧洲 . 水 车 \ 水 磨 
与 风车 的 出 现 标 志 着 人 类 对 自然 力 的 进一步 应 用 与 控制 . 

此 外 ,中 国 在 前 4 世纪 就 发 明了 比 弓 箭 射 程 更 远 ,杀伤 力 更 强 的 弩 ,这 比 欧 
洲 至 少 早 1 200 年 . 10 世纪 时 ,中 国 又 巧妙 地 发 明了 双 动 式 火焰 喷射 器 , 它 的 性 
能 大 大 优 于 欧洲 的 单 动 式 火焰 喷射 器 . 

中 国 的 黑子 (前 468 一 前 370) 曾 经 对 浮力 现象 做 过 仔细 的 观察 和 定性 的 概 
括 , 约 两 世纪 后 , 阿 基 米 德 (前 287 一 前 212) 提 出 浮力 的 定量 理论 . 

在 航空 方面 ,中 国 早 在 公元 前 5 与 前 4 世纪 时 ,鲁班 (前 507 一 前 444) 与 墨 
子 就 分 别 用 竹 木 制 成 了 能 在 空中 飞翔 的 静 和 木 蕊 . 这 是 最 早 的 风筝 和 飞行 器 . 
公元 3 世纪, 葛 洪 (284 一 363) 制 造 " 飞 车 ”( 即 竹 晴 晓 ) ,被 世界 公认 为 是 飞机 螺旋 
桨 与 直升机 旋翼 的 始祖 . 直到 16 与 19 世纪 ,欧洲 才 分 别 知道 有 风筝 和 开始 研 
究 竹 晴 晓 . 公元 1 161 年 ,中 国 将 喷气 推动 的 火箭 和 火箭 式 “ 人 霹雳 炮 " 用 于 战争 . 
这 是 世界 航空 史上 最 早 使 用 火箭 的 纪录 . 其 它 如 降落 伞 , 热 气球 等 亦 均 首先 在 
中 国 出 现 . 

早 在 公元 前 2 世纪 的 “黄帝 内 经 "中 就 确立 了 人 体 的 血液 循环 理论 . 英国 的 
W. 哈 维 (1578 一 1656) 是 1628 年 才 提 出 来 的 . 11 世纪 的 沈 括 (1031 一 1095) 结 合 
漏 壶 中 的 渴 鸟 ( 即 虹吸 管 ) 对 细小 圆 管 中 的 水 流 问 题 进行 了 仔细 地 研究 , 写 出 了 
价值 颇 高 的 “ 浮 漏 仪 ”一 文 . 他 的 结论 与 700 年 后 J.L.M. 泊 肃 叶 (1799 一 1869) 
和 G.H.L 哈 根 (1797 一 1884) 的 实验 结果 完全 定性 地 符合 . 

15 世纪 , 世 . 达 . 芬 奇 (14$2 一 1$19) 重 视 观 察 与 实验 方法 ,描绘 和 叙述 了 许多 
重要 流动 现象 ,正确 地 叙述 了 相对 性 原理 和 归纳 了 定常 流动 的 连续 性 原理 ,但 未 
被 重视 , 约 100 年 后 (1628 年 ) 又 被 B. 卡 斯 特 里 (1577 一 1644) 重 新 发 现 . 1638 
年 ,伽利略 (1$64 一 1643) 首先 将 实验 方法 引入 力学 ,并 用 以 研究 运动 物体 的 阻 
力 . 1647 年 ,D. 帕 斯 卡 (1623 一 1662) 继 S. 斯 蒂 文 (1$48 一 1620) 与 正 . 托 里 拆 里 
(1608 一 1647) 之 后 ,通过 现场 测量 ,提出 流体 静 力学 的 基本 关系 式 . 1671 年 揭 
卓 进 行 旋 涡 实 验 ,他 的 结果 与 后 来 的 理论 与 实验 结果 均 相当 符合 . 这 是 我 国 继 
管 流 之 后 的 又 一 重要 实验 . 1686 年 下 .马里 奥 特 (1620 一 1684) 在 他 去 世 2 年 之 
后 , 才 知 道 他 发 明了 测量 运动 物体 阻力 的 天 秤 . 它 是 空气 动力 天 秤 的 始祖 . 


第 三 时 期 一 一 17 世纪 下 叶 至 20 世纪 初叶 

这 是 流体 力学 的 初步 形成 与 发 展 时 期 ;除了 继续 使 用 朴素 的 唯物 思想 与 具 
体 的 实践 方法 解决 生产 与 生活 中 的 众多 流体 问题 以 外 ,更 为 重要 的 是 在 这 些 工 
作 的 基础 上 ,逐步 建立 与 发 展 了 解决 流体 力学 问题 的 理论 与 实验 方法 ,并 初步 加 
以 应 用 . 

1678 年 I. 牛顿 利用 理论 与 实验 相 结合 的 方法 ,研究 运动 物体 所 受 的 阻力 ， 
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获得 初步 成 功 . 同时 ,他 通过 分 析 与 实验 ,还 首先 提出 粘性 流体 的 前 应 力 公式 ， 
这 为 建立 粘性 流体 的 运动 方程 组 创造 了 条 件 . 1732 年 H. 皮 托 (1695 一 1771 ) 发 
明了 测量 流体 总 压 的 皮 托管 . 1905 年 L. 普 朗 特 将 其 发 展 为 测量 总 压 与 静 压 的 
皮 托 一 静 压 管 . 1738 年 D. 伯 努 利 对 孔 口 出 流 与 变 截 面 管道 流动 进行 了 仔细 的 
观察 与 推理 和 广泛 的 测量 ,提出 著名 的 定常 不 可 压缩 流体 的 伯 努 利 定理 . 1748 
年 M.W. 罗 蒙 诺 索 夫 (1711 一 1765) 提 出 质量 守恒 定律 . 1752 年 J.L.R. 达 朗 伯 
在 研究 物体 阻力 时 ,获得 达 朗 伯 伴 廖 . 同年 ,他 根据 质量 守恒 原理 ,首次 提出 流 
体 的 连续 性 方程 ,23 年 后 ,他 为 了 研究 船舶 阻力 与 确定 它 的 最 佳 形 状 , 在 重水 池 
中 对 船 船 模型 进行 了 系统 广泛 的 实验 ,他 是 继 伽利略 之 后 又 一 个 在 实验 研究 方 
面 作出 重要 贡献 的 人 . 

1775 年 二 : 欧 拉 提 出 流体 运动 的 描述 方法 和 无 粘性 流体 运动 的 方程 组 ,并 
开始 研究 无 粘性 无 旋 流 体 的 平面 与 空间 运动 ,其 中 包括 水 波 运动 . 欧 拉 是 理论 
流体 力学 的 奠基 人 . 6 年 后 ,J.L. 拉 格 朗 日 引进 流 函数 的 概念 ,并 首先 获得 无 粘 
性 无 旋 流动 所 应 满足 的 动力 学 条 件 ( 即 拉 格 朗 日 定理 ), 和 提出 求解 这 类 流动 的 
复位 势 法 ,他 进一步 完善 了 无 粘性 无 旋 流 动 的 基本 理论 . 

19 世纪 上 、 中 叶 开 始 出 现 对 粘性 流体 、 无 粘性 有 旋 流体 与 可 压缩 气体 流动 
的 理论 研究 . 与 牛顿 的 前 应 力 公 式 相 对 应 , 叉 是 通过 实验 与 分 析 ,1822 年 J.R. 
傅 里 叶 与 1855 年 A. 菲 克 分 别提 出 傅 里 时 导热 公式 与 非 克 第 一 扩散 定律 ,它们 
为 研究 流体 的 传 热 传 质 问题 莫 定 了 基础 ,1823 年 工 . 纳 维 与 1845 年 G.G. 斯 托 
克 斯 分 别 用 不 同 前 假设 和 方法 ,建立 了 不 可 压缩 与 可 压缩 粘性 流体 的 运动 方程 
组 ,从 此 ,开始 了 粘性 流体 运动 的 研究 . 在 此 之 前 ,1840 年 开工 .M. 泊 肃 叶 与 
1839 年 G.W. 哈 根 分 别 独立 地 发 表 圣 他 们 对 铅 小 圆 管 中 层 流 流动 的 实验 结果 ， 
它 与 1845 年 斯 托 克 斯 获得 的 理论 结果 完 爹 哎 合 全 : 

欧 拉 早 已 指出 :在 无 粘性 流体 中 ,除了 无 旋 运 动 以 外 ,也 许 还 存在 另 一 类 流 
动 . 1845 年 效 姆 霍 兹 引进 一 系列 有 关 涡 旋 的 基本 概念 ,提出 了 现在 以 他 的 名 字 
命名 的 涡 旋 第 一 与 第 二 定理 . 1860 年 他 又 将 流体 质点 的 运动 分 解 为 移动 、 转 动 
和 剪 切 变形 三 种 ,这 就 大 大 地 推广 了 无 粘性 流体 的 研究 范围 ,他 不 愧 是 研究 无 粘 
性 有 旋 运 动 的 创始 人 . 

早 在 1742 年 B. 罗 宾 斯 为 了 研究 炮弹 飞 街 ， 就 用 圆 球 进 行 了 高 速 ( 后 来 估 
算 ,马赫 数 M=1.04) 运 动物 体 的 阻力 实验 . 1808 年 S.D. 泊 松 与 1848 年 斯 托 
克 斯 分 别 对 等 温 气 体 中 的 简单 波 与 间断 面 进行 了 研究 ,后 者 并 根据 质量 与 动量 
守恒 原理 ,建立 了 间断 面前 后 流动 参量 所 应 满足 的 关系 式 . 这 是 对 可 压缩 气体 
运动 的 理论 研究 的 开始 . 1842 年 J.R. 迈 尔 在 过 去 数 十 位 发 明 者 (如 希 罗 、 惠 更 
斯 、 莱 布 尼 兹 \ 汤 姆 逊 和 戴 维 等 ) 工 作 的 基础 上 ,提出 能 量 守恒 定律 ,但 未 引起 注 
意 . 5 年 后 ,J.P. 焦 尔 与 HH. 交 姆 霍 斯 几乎 同时 又 独立 地 发 现 这 一 定律 . 1852 年 
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F. 雷 什 通 过 对 波浪 运动 的 观察 和 船舶 模 型 的 实验 ,提出 重力 作用 下 流体 运动 的 
相似 性 参数 一 一 雷 什 数 , 即 现在 的 弗 洛 德 数 . 1856 年 H.P.G. 达 西 通过 实验 , 提 
出 著名 的 达 西 公式 . 1881 年 H.A 洛 伦 芯 与 1904 年 M. 斯 莫 卢 乔 斯 基 提 出 可 压 
缩 气 体 的 能 量 方程 . 

19 世纪 末 叶 的 另 一 进展 为 对 潮流 开始 了 系统 研究 ,发 展 了 相应 的 实验 设 
备 . 1883 年 O. 雷 诺 用 不 同 直径 的 圆 管 ,进行 一 系列 实验 ,结果 发 现 流动 有 两 种 
状态 , 即 层 流 与 淇 流 ; 而 且 从 层 流 到 潢 流 的 过 渡 , 仅 依赖 于 一 个 无 量 纲 数 ( 现 称 雷 
庄 数 ). 12 年 后 ,他 又 引进 测 流 (或 雷诺 ) 应 力 的 概念 ,并 用 时 均 方 法 ,建立 了 不 
有 人 年 让 作 作 出 生生 刘 由 而 放 病 息 和 放 各 全 雷诺 的 研究 为 消 流 的 理论 研究 葛 
定 了 基础 . 

1891 年 F.W. 兰 彻 斯 特 提出 速度 环 量 产生 升力 的 概念 ,这 为 建立 升力 理论 
创造 了 条 件 . 他 也 是 第 一 个 提出 有 限 辟 展 机 杜 理 论 的 人 . 

在 发 展 理论 研究 的 同时 ,人 们 还 开始 建立 子供 实验 用 的 各 种 设备 .1872 年 
W. 弗 劳 德 主持 建造 了 一 座 供 船 舶 实验 用 的 抑 奥 水 池 . 1884 年 HH. 菲利普 斯 改进 
了 13 年 前 由 F.H. 韦 纳 姆 设计 建造 的 第 一 座 低速 风 洞 ,并 使 其 正式 投入 使 用 . 
1896 年 C.A. 帕 森 斯 与 1899 年 了 . 维 埃 耶 分 别 建 造 子 第 一 座 水 洞 与 第 一 个 激 波 
管 . 1892 与 1904 年 LL. 瑞 利 首先 提出 用 量 纲 分 析 法 求 流动 相似 性 参数 . 


第 四 时 期 一 一 20 世纪 初叶 至 中 叶 

进入 20 世纪 以 后 ,流体 力学 的 理论 与 实验 研究 除了 在 已 经 开始 的 各 个 领 
继续 开展 工作 以 外 , 均 围 绕 发 展 航空 航天 事业 的 需要 在 进行 ,并 取得 迅猛 发 展 . 
在 运动 物体 的 升力 方面 ,1902 年 W:M. 库 塔 与 1906 年 N.E. 侨 可 夫 斯 基 分 别 独 
立地 提出 特殊 的 与 一 般 的 库 塔 - 儒 可 夫 斯 基 定 理 和 假定 ,1910 年 H. 布 拉 修 斯 
与 卡 普 雷 金 分 别 独立 地 提出 一 般 二 维 物体 受 力 公式 ,这 样 就 建立 了 完整 的 二 维 
升力 理论 . 至 于 运动 物体 的 阻力 问题 ,至 此 仍 缺 乏 完善 的 理论 ,人 们 普遍 认为 : 
尾 涡 是 物体 阻力 的 主要 来 源 , 遂 将 注意 力 转 向 物体 尾 流 的 研究 . 1901 年 E.J. 马 
雷 首 先 拍摄 到 清晰 的 尾 流 照片 ,7 年 后 ,H. 员 纳 德 研究 尾 流 涡 系 中 各 参量 之 间 的 
关系 ,1912 年 T. von 卡门 从 理论 上 分 析 了 涡 系 ( 即 卡 门 涡 街 ) 的 稳定 性 . 

1904 年 工 . 普 朗 特 在 自 建 的 水 槽 中 进行 了 大 量 测量 与 仔细 观察 之 后 , 提出 
著名 的 边界 层 理论 , 它 是 计算 高 雷诺 数 粘性 流动 的 有 力 武 器 ,后 来 , 它 的 应 用 范 
围 不 断 扩大 . 1921 年 卡门 提出 解 边 界 层 方程 的 动量 积分 关系 式 ,这 是 一 种 较 好 
的 近似 方法 . 

在 1910 一 1945 年 的 三 十 年 期 间 , 机 辟 理论 与 实验 有 着 极 大 的 发 展 ,1910 年 
侨 可 夫 斯 基 首 先 用 共 形 映射 法 获得 (后 来 以 他 的 名 字 命 名 ) 一 种 理想 的 到 型 ,从 
此 开始 了 翼 型 的 理论 研究 . 三 年 后 , 普 朗 特 在 实验 与 计算 的 基础 上 提出 了 第 一 
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个 可 供应 用 的 三 维 机 辟 理 论 , 即 普 朗 特 - 兰 彻 斯 特 升 力 线 理论 . 1925 年 J. 阿 克 
瑞 特首 先 提出 超声 速 滤 型 的 线性 化 理论 ,由 此 , 揭 开 了 超声 速 机 辟 理 论 的 研究 . 
在 大 力 开 展 机 可 理论 研究 的 同时 ,各 先进 工业 国家 还 对 低速 与 高 速 咽 型 ,机 权 与 
组 合体 等 进行 了 大 量 的 实验 研究 ,积累 了 丰富 的 设计 参考 资料 . 

1920 年 A. 布 泽 曼 改进 了 15 年 前 由 普 朗 特 设 计 建 造 的 .M=1.5 的 第 一 座 
超声 速 风 洞 ,并 使 其 投入 使 用 . 1928 年 与 1930 年 H. 格 劳 尔 与 工 . 普 朗 特 分 别 独 
立地 提出 以 他 们 的 名 字 命名 的 相似 性 准则 ,通过 它 ,在 亚 声速 的 范围 内 ,可 以 修 
正 引 型 升力 的 压缩 性 影响 . 1939 年 与 1941 年 钱学森 与 卡门 分 别 独 立地 提出 一 
更 精确 的 准则 , 以 后 ,这 种 方法 经 常 在 机 辟 理 论 中 使 用 . 1929 年 H.L. 德 莱 顿 引 
进 汕 流 强度 的 概念 ,1932 年 ,他 又 用 自己 设计 制造 的 热线 流速 计 , 第 一 次 成 功 地 
测量 到 满 流 涨 落 速度 ,这 种 仪器 的 出 现 和 应 用 ,加 深 了 人 们 对 满 流 的 认识 . 

为 了 管 路 系统 的 设计 与 基础 研究 ,在 本 世纪 的 40 年 代 ,J. 尼 库 拉 德 塞 对 各 
种 光滑 与 粗糙 的 圆 形 或 非 圆 形 管道 的 时 均 速 度 分 布 和 摩 氛 系 数 ,进行 了 系统 、 准 
确 、 精 心 的 测量 . 1954 年 J. 劳 弗 与 P.S. 克 莱 巴 诺 夫 又 分 别 对 沿 圆 管 与 沿 平板 的 
湛 流 特性 进行 了 出 色 的 测量 . 

1947 年 第 一 台电 子 计算 机 问世 后 ,数值 方法 得 到 迅速 发 展 . 计算 方法 继 实 
验 与 分 析 方法 之 后 ,成 为 解决 流体 力学 问题 的 第 三 种 方法 . 最 早 利用 电子 计算 
机 计算 流体 力学 问题 的 可 能 是 Z. 科 帕 尔 ,1947 年 他 用 计算 机 解 泰勒 - 麦 科 尔 
方程 ,获得 超声 速 气流 绕 无 穷 圆锥 的 大 量 数值 解 . 1950 年 J. von 诺 伊 曼 与 1963 
年 W.F. 诺 分 别提 出 显 式 与 隐 式 的 人 工 粘性 的 概念 , 以 涂抹 激 波 并 增加 计算 稳 
定性 . 在 数值 计算 的 方法 方面 ,有 限 差分 法 在 电子 计算 机 出 世 之 前 即 已 存在 ,以 
后 又 相继 发 展 了 谱 法 ,有 限 元 法 ,边界 元 法 以 及 它们 的 许多 变种 . 在 这 方面 ,前 
苏联 学 者 有 着 重要 的 贡献 . 


第 五 时 期 一 一 20 世纪 中 叶 以 后 

进入 20 世纪 50 年 代 后 期 ,人 类 飞行 与 进入 太 空 的 愿望 均 已 基本 实现 ,流体 
力学 的 研究 内 容 , 有 了 明显 的 转变 ,除了 对 一 些 较 难 , 较 复杂 的 问题 ,如 满 流 、 流 
动 稳定 性 与 过 滤 、 涡 旋 动 力学 和 非 定常 流 等 继续 进行 研究 外 ,更 主要 的 是 转 而 研 
究 石油 ,化 工 、 能 源 \ 环 保 等 领域 中 的 流体 力学 问题 ,并 与 有 关 的 邻近 学 科 相 互 渗 
透 ,形成 许多 新 分 支 或 交叉 学 科 , 如 计算 流体 力学 ,实验 流体 力学 ,可 压缩 气体 力 
学 ,稀薄 气体 力学 , 磁 流 体力 学 ,天 体 物理 流体 力学 ,液体 动力 学 ,地 球 物理 流体 
力学 , 非 牛顿 流体 力学 ,生物 流体 力学 ,多 相 流体 力学 ,环境 流体 力学 ,物理 - 化 
学 流体 力学 ,渗流 力学 和 流体 机 械 流体 力学 等 . 一 般 说 来 ,这 些 新 的 分 支 或 交叉 
学 科 所 研究 的 现象 或 问题 都 比较 复杂 ,在 流动 过 程 中 不 仅 有 动量 传递 ,很 多 时 候 
还 有 热量 传递 和 质量 传递 ,甚至 还 伴随 有 物理 或 化 学 反应 .而且 所 研究 的 流体 
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本 身 也 不 简单 地 是 单 相 的 或 牛顿 的 ,很 多 时 候 是 多 相 的 或 非 牛顿 的 . 面 对 这 些 
众多 而 又 复杂 的 新 问题 ,要 想 很 好 地 解决 它们 ,实际 上 是 对 流体 力学 工作 者 的 一 
次 大 挑战 . 因为 现 有 的 流体 力学 运动 方程 组 并 不 能 完全 准确 地 描述 这 些 新 现象 
和 新 问题 ,试图 用 现 有 的 运动 方程 组 和 纯 计 算 的 方法 去 解决 这 些 问题 也 是 相当 
困难 的 ,唯一 可 行 的 道路 是 采用 纯 实验 的 方法 或 实验 与 计算 相 结合 的 方法 . 在 
后 一 种 方法 中 , 即 先 用 实验 方法 获得 一 些 有 用 的 经 验 数 据 ,然后 与 计算 方法 相 结 
合 进行 半 经 验 的 数值 计算 ,并 将 所 得 结果 与 纯 实验 结果 进行 比较 . 近年 来 在 一 
些 新 分 支 或 交叉 学 科 (如 多 相 流 、 生 物流 体 等 ) 中 采用 这 种 方法 ,获得 了 比较 好 的 
效果 . 特别 是 大 大 推动 了 新 分 支 或 交叉 学 科 实验 技术 的 发 展 . 
“综观 流体 力学 的 发 展 历史 ,可 以 清楚 地 看 出 : 

(1) 生产 和 生活 的 需要 是 产生 和 发 展 科学 技术 的 动力 . 没有 水 利 . 航 运 、 航 
空 \ 化 工 \ 石 油 \ 能 源 等 方面 的 需要 ,就 没有 现在 的 流体 力学 ; 

(2) 从 旧 石 器 时 代 到 现在 ,人 类 文化 的 演进 是 以 加 速度 进行 的 . 对 于 流体 
力学 来 说 ,在 17 世纪 下 叶 以 后 的 350 年 中 已 经 取得 了 惊人 的 进展 ; 

(3) 在 流体 力学 的 发 展 过 程 中 ,实验 (和 在 工程 技术 中 的 实践 ) 是 最 先 使 用 
的 一 种 方法 ,流体 力学 中 的 一 切 重 要 现象 和 原理 ,几乎 都 是 通过 它 发 现 的 (可 参 
阅 各 章 末 的 “实验 中 的 发 现 "一 节 ). 它 对 流体 力学 的 发 展 具有 特别 重要 的 意义 : 

(4) 人 们 的 认识 总 是 从 简单 到 复杂 ,从 具体 到 抽象 和 从 特殊 到 一 般 的 . 流 
体力 学 的 研究 内 容 也 遵循 这 一 原则 ,从 单 相 无 粘性 流体 的 定常 运动 发 展 到 多 相 
非 牛顿 流体 的 洪流 运动 ,从 单纯 的 力学 发 展 为 复杂 的 交叉 学 科 , 从 单纯 的 动量 伟 
递 发 展 为 动量 、 热 量 、 质 量 同时 传递 ; 

(5) 流体 力学 虽 已 取得 巨大 进展 ,但 一 些 重要 的 基本 问题 如 满 流 、 涡 旋 运 
动 \ 流 动 稳定 性 \ 非 定常 流动 与 非 线性 水 波 等 仍 未 获得 圆满 解决 . 众多 的 流体 力 
学 新 分 支 或 交叉 学 科 均 尚 处 于 发 展 的 初期 ,这 些 工 作 均 有 待 于 流体 力学 工作 者 
的 进一步 努力 ; 

(6) 13 世纪 以 前 ,我 国 在 流体 力学 原理 的 应 用 方面 做 出 过 巨大 贡献 ,曾经 
领先 于 世界 . 20 世纪 40 年 代 以 后 ,在 理论 上 也 做 出 过 不 少 成 绩 . 特别 是 新 中 国 
建立 以 后 ,这 方面 的 工作 ,得 到 迅猛 发 展 ,不 仅 建造 了 众多 的 实验 设备 ， 解决 了 无 
数 的 生产 实际 问题 ,而 且 还 培养 了 一 支 具有 较 高 水 平 的 理论 和 实验 队伍 ,这 为 今 
后 进一步 发 展 我 国 的 流体 力学 事业 ,奠定 了 坚实 基础 . 


0.3 ”流体 力学 的 研究 方法 


目前 ,解决 流体 力学 问题 的 方法 ,共有 :实验 ,分 析 与 数值 计算 三 种 , 现 将 它 
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们 的 主要 步骤 和 优 缺 点 ,分 别 扼要 地 叙述 如 下 : 

1. 实验 方法 

在 流体 力学 的 发 展 过 程 中 ,实验 方法 是 最 先 使 用 的 一 种 ,其 他 两 种 方法 出 现 
以 前 已 做 出 过 巨大 贡献 ,即使 到 现在 , 若 不 使 用 这 种 方法 ,航空 ,航天 事业 和 大 型 
水 利 枢纽 等 复杂 系统 的 顺利 实现 ,将 仍然 是 不 可 能 的 . 应 用 这 种 方法 的 主要 步 
双 是 ;(1) 对 所 给 定 的 问题 ,选择 适当 的 无 量 纲 相似 参数 ,并 确定 其 大 小 范围 ; 
(2) 根据 (1) 准 备 试验 条 件 , 其 中 包括 模型 的 设计 制造 与 设备 仪器 的 选择 使 用 
等 ;(3) 制订 试验 方案 并 进行 试验 ; (4) 整理 和 分 析 实 验 结果 ,并 与 其 他 方法 或 
其 他 著者 所 得 的 结果 进行 比较 等 . 实验 方法 的 优点 是 :能 直接 解决 生产 中 的 复 
杂 问 题 ,能 发 现 流动 中 的 新 现象 和 新 原理 , 它 的 结果 可 以 作为 检验 其 他 方法 是 否 
正确 的 依据 . 这 种 方法 的 缺点 是 :对 不 同情 况 . 需 作 不 同 的 实验 , 即 所 得 结果 的 
普 适 性 较 差 . 

2. 分 析 方 法 

继 实 验方 法 之 后 出 现 的 是 分 析 方 法 ,应 用 这 种 方法 的 主要 步 又 是 :(1) 建立 
简化 的 数学 模型 , 即 根据 所 给 问题 的 特点 ,作出 一 定 的 假定 ,并 用 以 简化 一 般 的 
流体 运动 方程 组 和 初始 条 件 与 边界 条 件 ; (2) 用 分 析 方 法 求 此 简化 后 的 初 值 问 
题 或 边 值 问 题 的 分 析 解 ;(3) 选取 适当 的 算 例 ,利用 分 析 解 进行 具体 的 数值 计 
算 ;(4) 将 所 得 算 例 结果 与 用 其 他 方法 所 得 的 相应 结果 进行 比较 ,以 检验 简化 模 
型 的 合理 性 . 分 析 方 法 的 优点 是 :分 析 解 明确 地 给 出 了 各 种 物理 与 流动 参量 之 
间 的 变化 关系 ,有 较 好 的 普 适 性 . 它 的 缺点 是 :数学 上 的 困难 很 大 ,能 获得 的 分 
析 解 的 数量 有 限 . 

3. 数值 方法 

用 电子 计算 机 进行 数值 计算 ,这 是 20 世纪 中 叶 才 出 现 的 一 种 方法 . 这 种 方 
法 的 主要 步骤 是 :(1) 对 一 般 的 流体 运动 方程 ,初始 或 边界 条 件 , 进 行 必 要 的 简 
化 或 改写 ; (2) 选用 适当 的 数值 方法 ,对 简化 或 改写 的 初 值 问 题 或 边 值 问题 进行 
离散 化 ;(3) 编制 程序 ,选取 算 例 ,进行 具体 计算 ,并 将 所 得 结果 绘制 成 图 表 ; (4) 
将 算 例 结果 与 实验 或 其 他 计算 方法 结果 ,进行 比较 ,数值 方法 的 优点 是 :许多 用 
分 析 法 无 法 求解 的 问题 ,用 此 法 可 以 求 得 它们 的 数值 解 . 如 果 计 算 机 的 速度 与 
容量 继续 提高 ,计算 方法 不 断 改 进 , 它 所 起 的 作用 ,将 愈 来 愈 大 ,但 应 注意 , 它 仍 
是 一 种 近似 方法 , 它 的 结果 仍 应 与 实验 或 其 它 精确 结果 进行 比较 . 这 种 方法 的 
缺点 是 :对 复杂 而 又 缺乏 完善 数学 模型 的 问题 , 仍 无 能 为 力 . 

众所周知 ,实验 结果 是 随 着 实验 条 件 ( 包 括 相 似 性 参数 、 模 型 布局 和 它 的 向 
位 等 ) 的 改变 而 改变 的 . 如 果 在 采用 计算 方法 时 ,也 考虑 到 在 计算 过 程 中 能 使 这 
些 实 验 条 件 随意 改变 ,对 不 同 条 件 , 可 获得 不 同 数 值 结果 ,这 与 实验 方法 中 的 情 
况 极 为 相似 . 现 称 为 数值 实验 . 但 应 注意 二 者 之 间 的 本 质 差别 并 未 因此 而 消 
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失 . 即 数值 结果 是 建立 在 具有 一 定 假设 条 件 的 运动 方程 组 之 上 的 ,而 实验 结果 
则 直接 来 自 物理 的 模拟 . 因此 ,这 些 数值 结果 仍 应 受到 实验 结果 的 检验 . 如 果 
在 某 一 实验 条 件 范围 内 ,已 经 证 实数 值 与 实验 结果 相当 一 致 , 则 在 这 一 范围 内 可 
以 用 数值 计算 代替 实验 ,以 节省 实验 费用 . 但 如 果 计 算 的 情况 是 未 知 的 , 则 应 小 
心 从 事 , 因为 数值 计算 缺乏 自觉 性 ,容易 导致 廖 误 的 结果 . 但 在 复杂 流动 的 解释 
方面 ,如 果 数 值 实验 采用 一 些 特殊 的 技术 (如 条 件 采样 等 ) 也 许 对 实验 结果 是 有 
帮助 的 . 

综 上 所 述 , 可 以 清楚 地 看 出 :以 上 三 种 方法 ,各 有 其 优 缺点 ,它们 是 互相 补充 
的 . 一 个 流体 力学 工作 者 ,应当 熟练 地 掌握 这 些 方法 ,以 便 根据 具体 情况 , 取 长 
补 短 地 加 以 应 用 . 


ER 流体 的 物理 性 质 和 
流体 运动 物理 量 的 描述 


本 章 包 括 两 部 分 内 容 , 即 流体 力学 中 有 关 的 流体 物理 性 质 与 流体 运动 物理 
量 的 描述 . 1.1 节 是 从 物性 的 角度 扼要 地 介绍 流体 的 特征 ,连续 介质 假设 ,流体 
的 可 压缩 性 与 热膨胀 性 ,流体 的 各 种 输 运 性 质 ,表面 张力 和 毛细 现象 等 . 1.2 与 
1.3 节 分 别 介 绍 描述 流体 物理 量 与 流体 质点 运动 的 方法 . 1.4 节 是 从 运动 学 的 
角度 分 析 流 场 中 任 一 点 及 其 邻 域 的 相对 运动 . 1.5 与 1.6 节 分 别 介绍 作用 于 流 
体 上 的 力 与 应 力 和 应 变 率 之 间 的 关系 , 即 本 构 方程 等 . 这 些 都 是 建立 流体 力学 
理论 的 重要 基础 . 


1.1 流体 的 物理 性 质 


(一 ) 固体 ,液体 及 气体 

在 常温 常 压 下 ,物质 可 存在 固态 、 液 态 和 气态 三 种 聚集 状态 (在 高 温和 高 压 
情况 下 ,还 有 等 离子 态 和 超 固态 ) ,它们 分 别称 为 固体 、 液 体 和 气体 . 液体 和 气体 
又 合 称 为 流体 . 固体 与 流体 的 表 观 差别 是 前 者 具有 一 定 的 形状 ,不 易 变 形 , 而 后 
者 则 无 一 定 的 形状 , 且 易 于 变形 , 即 具 有 一 定 的 流动 性 . 与 固体 及 液体 相 比较 ， 
气体 在 受到 压强 或 温度 变化 时 ,体积 有 较 大 的 改变 . 此 外 ， i 
面 ,这 是 固体 及 气体 所 没有 的 . 

物质 所 表现 出 来 的 这 些 外 部 宏观 性 质 的 差别 是 由 其 内 部 微观 结构 、 分 子 热 
运动 和 分 子 间 的 作用 力 决 定 的 . 近代 物理 学 研究 表明 ,任何 物质 都 是 由 大 量 分 
子 构成 的 . 根据 热 动 力学 假设 ,这 些 分 子 处 于 永 不 停息 的 随机 热 运动 和 相互 碰 
撞 之 中 . 同时 各 分 子 之 间 还 存在 一 种 相互 作用 力 , 当 分 子 之 间 的 距离 较 近 时 , 作 
用 力 以 吸引 为 主 ,其 主要 来 源 于 分 子 间 电 偶 极 矩 ( 核 外 的 电子 云 中 心 与 核 不 重合 
而 产生 ) 所 极 化 而 引起 的 相互 作用 ， 当 分 子 非常 接近 时 ,作用 力 以 排斥 为 主 ,这 
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是 由 于 各 分 子 外 层 电 子 云 开 始 重 又 而 产生 的 排斥 作用 . 实验 与 计算 结果 表明 ， 
两 分 子 间 的 吸引 力 F, 与 排斥 力 F, 可 分 
别 表示 为 


和 


其 中 > 为 分 子 间 的 距离 ,ux、A4、s 及 :t 为 正 
数 . 下 ,为 F,\F, 两 者 之 代数 和 . 图 1.1 
(a) 为 分 子 力 随 分 子 之 间距 离 的 变化 ,(b) 
为 势能 


U =- [Far 


的 变化 曲线 . 当 两 分 子 相 距 较 远 时 ,分 子 
间 相 互 作用 力 很 小 ,可 忽略 . 当 两 分 子 接 
近 并 达到 10… m 距离 ( 称 此 距离 为 作用 1.1 (a) 分 子 间 相 互 作用 力 
半径 ) 时 ,开始 呈现 吸引 力 F, ,然后 吸引 (b) 分 子 间 相 互 作用 势能 
力 逐 渐 加 大 . 当 分 子 进一步 靠近 ,排斥 力 开始 出 现 ,并 随 距 离 的 缩小 而 急剧 增 
加 . 在 两 分 子 相距 ro。 处 ,吸引 力 与 排斥 力 相 互 抵 销 :F(xo0)=F,(ro) 一 F,(ro) 
=0, 这 时 势能 U 达 最 小 值 (分 子 动能 KK 则 达 最 大 , U+ = 下 为 总 机 械 能 ). 显 
然 , 当 r>ro 时 ,吸引 力 为 主 ,F,(r)<0; 当 r< ro 时 ,排斥 力 为 主 ,下 (>)>0. 
ro 称 为 平衡 距离 ,其 量 级 约 为 10 -0m. 当 两 分 子 更 接近 时 ,由 于 排斥 力 愈 来 合 
大 ,动能 愈 来 愈 小 ,并 终于 在 + = d 处 动能 (速度 ) 为 零 , 分 子 运 动 转 向 ,两 分 子 作 
了 一 次 碰撞 ”. 距离 4 通常 认为 是 分 子 有 效 直径 ,对 于 简单 分 子 ,此 直径 约 为 
2.5X10 ““m( 稍 小 于 ro, 且 分 子 力 的 作用 半径 约 为 其 4 售 ). 

众所周知 ,1 mol 的 任何 物质 ,都 包含 有 6.022 136 7X10” 个 分 子 ( 阿 佛 加 德 
罗 常 数 ). 在 常温 常 压 下 的 气体 ,1 cm 体积 中 约 含有 2.7X10 个 分 子 , 因 而 分 
子 间 的 平均 距离 约 为 3.3X10”7cm( 为 分 子 线 尺 度 的 10 倍 ). 对 液体 ,分 子 间 平 
均 距 离 则 较 小 , 约 为 10“cm. 对 固体 则 比 液体 情况 更 小 些 . 因此 ,气体 分 子 之 间 
作用 力 很 小 ,分 子 近似 作 自 由 与 无 规则 的 运动 ,以 致 气体 无 一 定 的 形状 ,易于 压 
缩 , 并 各 向 同性 . 固体 ,由 于 分 子 间距 离 最 小 ,作用 力也 就 最 大 ,分 子 几 乎 呈 固 定 
排列 ,形成 远程 有 序 晶 格 ,成 为 各 向 异性 的 晶体 . 但 若 晶 格 远程 (大 于 15A = 
15Xx10“cm) 排 列 无 序 时 ,就 是 各 向 同性 的 非 晶体 . 固体 分 子 的 热 运动 仅 在 其 平 
衡 位 置 附近 作 振 荡 , 故 固体 具有 一 定 的 形状 和 体积 , 易 变形 . 至 于 液体 ,其 分 子 


， 14 ， 第 一 章 ”流体 的 物理 性 质 和 流体 运动 物理 量 的 描述 


间 的 距离 比 固体 的 稍 大 (大 1/3 左右 ) ,因而 作用 力也 仅 比 固体 的 稍 小 ,其 分 子 排 
列 则 与 非 晶 体 相似 ,因而 液体 有 一 定 的 体积 ,难于 压缩 , 且 各 向 同性 . 液体 分 子 
热 振荡 的 振幅 比 固体 稍 大 , 且 其 平衡 位 置 经 常 变动 ,在 平衡 位 置 上 逗留 的 时 间 也 
长 短 不 一 ,其 平均 逗留 时 间 称 定居 时 间 . 定居 时 间 r 的 长 短 取决 于 分 子 力 的 大 
小 和 分 子 无 规则 运动 的 强 弱 , 分 子 力 愈 大 ,定居 时 间 愈 长 . 温度 愈 高 ,分 子 无 规 
则 运动 也 愈 烈 , 平 衡 位 置 愈 易 改变 , 即 定居 时 间 愈 小 . 一 般 情况 下 液体 受 外 力 的 
作用 时 间 + 比 定居 时 间 + 大 得 多 (一 般 金 属 液 体 的 定居 时 间 约 为 10-"s) ,在 这 
段 时 间 内 ,液体 将 沿 外 力 方向 移动 平衡 位 置 ,引起 液体 的 流动 ,形成 所 谓 液体 的 
易 流动 性 . 

物质 三 态 在 一 定 的 条 件 下 还 互相 转化 ,例如 ,每 当 温度 改变 到 一 定 程度 ,分 
子 热 运动 足以 破坏 某 种 特定 相互 作用 形成 的 秩序 时 ,物质 的 宏观 状态 就 可 能 发 
生 突变 ,形成 另 一 种 聚集 态 ,这 就 是 所 谓 相 变 . 图 1.2(a) 为 实验 所 得 的 物质 的 状 
态 方程 中 三 个 变量 -压强 p、 比 容 v\ 温 度 T 的 空间 曲面 , 称 为 poT 面 . 它 描 
绘 了 物质 所 有 可 能 的 聚集 态 ( 本 图 为 凝固 时 收缩 的 物质 ,凝固 时 膨胀 的 物质 如 
水 ,其 poT 面 稍 有 不 同 ) ,这 个 曲面 由 固 相 、 液 相 、 气 相 、 固 相 及 液 相 、 液 相 及 气 
相 \ 气 相 及 固 相 这 些 面 组 成 . 前 三 个 面 是 单 相 的 ,后 三 个 面 是 两 相 共存 的 ,ab 线 
则 是 三 相 共 存 状态 . c 为 临界 状态 . 物质 在 相 变 期 间 是 两 相 共 存 的 ,如 在 熔 解 、 
蒸发 .升华 ( 固 相 直 接 转变 为 气相 ) 过 程 中 ,分 别 为 固 液 、 液 气 、 固 气 两 相 共存 . 在 
等 压 时 比 容 随 温度 变化 (图 示 fghde 线 ) 及 等 温 时 压强 随 比 容 变化 (图 示 jdei 
线 ) 的 过 程 中 ,都 有 液 固 及 液 气 这 种 两 相 共存 的 情况 发 生 . 图 (b) 是 所 谓 的 相 图 ， 
它 是 poT 面 向 坐标 面 pT 上 的 投影 .从 相 图 上 看 两 相 共存 的 情况 更 明显 . 


图 1.2 (a) 凝固 时 收缩 物质 zcoT 面 
(b) 凝固 时 收缩 物质 相 (2 ) 图 (虚线 为 凝固 时 膨胀 物质 熔 解 线 ) 
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相 变 时 有 两 个 显著 现象 发 生 ,一 是 相 变 中 发 生体 积 变化 . 物质 从 固 相 转 变 为 液 
相 时 ,体积 变化 约 10% ,气相 变 为 液 相 时 ,体积 的 变化 则 随 温度 而 不 同 ( 见 图 1.2 
(a) 中 de 两 点 对 应 的 比 容 ). 相 变 时 的 另 一 现象 是 产生 潜 热 , 气 化 \ 熔 解 、 升 华 
时 放 热 ,凝结 .凝固 、 凝 华 时 吸 热 . 表 1.1 为 一 些 物 质 和 元 素 的 熔 解 热 及 气 化 热 . 

应 当 指出 ,有 些 物 质 , 例 如 沥青 ( 非 晶 体 ) ,其 相 变 过 程 与 水 等 物质 是 不 同 的 . 
当 温度 升 高 时 ,固态 沥青 先是 由 硬 变 软 ,然后 由 稠 变 稀 ,最 后 才 成 为 液体 , 固 液 两 
态 无 明显 界限 . 对 这 种 情况 ,有 时 就 只 能 用 粘度 系数 y 值 ( 见 本 节 输 运 性 质 ) 来 
划分 , 当 jy.<10*Pa's 时 , 定 为 液态 , 当 y>10*Pa's 时 , 定 为 固态 . 


. 表 1.1 一 些 物质 的 熔 解 热 与 气 化 热 
物质 正常 熔点 (K) 熔 解 热 (kJ/kg) ”正常 沸点 (K) 气 化 热 (KJ/kg) 
水 也 O 273 334 373 2 257.0 
醋酸 CH;COOH 290 196.7 391 406 
茶 GH 279 126 353 393.9 
氧 〇 328 13.8 363 213.9 
二 氧化 碳 CO， ”217 180.8 195( 升 华 ) 554.2( 升 华 ) 
酒精 CHOH ”159 109.3 351 837.2 
氨 NH 195 351.6 240 1 366.3 
铁 Fe 208! 314.0 3 296 6 279 
硫 S 659 39.1 991 287.2 


综 上 所 说 ,一 般 认为 ,物质 形成 三 态 是 分 子 间 相互 作用 的 有 序 倾向 及 分 子 热 
运动 的 无 序 倾向 共同 作用 的 结果 . 对 于 固体 ,分 子 间 相互 作 用 力 较 强 ,无 规则 运 
动 较 弱 ,有 固定 的 形状 和 体积 ,不 易 变形 和 压缩 . 对 于 气体 ,分 子 间作 用 力 较 弱 ， 
无 规则 运动 剧烈 ,无 固定 形状 和 体积 ,易于 流动 和 压缩 . 对 于 液体 ,其 特征 介 于 
固体 与 气体 之 间 ,， 有 一 定 的 体积 ,但 无 固定 的 形状 , 易 变形 ,不 易 压缩 ,依据 固 
体 、 气 体 的 特征 ,已 能 对 它们 的 性 质 在 理论 上 作出 阐述 , 只 有 液体 ,其 主宰 因素 
复杂 ,至 今 尚未 有 一 大 完整 的 液体 物性 理论 ， ， 

(二 ) 连续 介质 假设 

根据 流体 的 物质 结构 ,流体 由 分 子 组 成 ,分 子 作 随 机 热 运动 ,分 子 间 有 比分 
子 尺度 大 得 多 的 间距 ,在 某 一 时 刻 , 流 体 分 子 离散 地 ,不 连续 地 分 布 于 流体 所 占 
有 的 空间 ,并 随时 间 不 断 地 变化 着 . 

流体 力学 是 研究 流体 的 宏观 运动 的 ,研究 的 对 象 不 直接 是 这 些 物质 粒子 本 
身 ,而 是 从 这 些 物质 抽象 出 来 的 一 种 模型 ,这 种 物质 模型 就 是 连续 介质 .连续 介 
质 模型 认为 (假设 ) 物 质 连 续 地 无 间 辽 地 分 布 于 物质 所 占有 的 整个 空间 ,流体 宏 
观 物理 量 是 空间 点 及 时 间 的 连续 函数 . 


"16: 第 一 章 流体 的 物理 性 质 和 流体 运动 物理 量 的 描述 


显然 ,物质 的 空间 连续 分 布 与 物质 的 离散 结构 是 不 同 的 ,它们 可 否 在 某 种 意 
义 下 是 协调 一 致 的 ? 此 外 物质 宏观 物理 量 如 何 确定 ,怎样 与 微观 结构 性 质 相 联 
系 ? 这 是 建立 和 发 展 流体 力学 的 一 个 最 基本 和 关键 的 问题 . 

研究 流体 的 宏观 运动 虽 也 可 以 从 微观 (粒子 理论 ) 和 人 手 ,并 已 获得 部 分 成 功 ， 
但 一 方面 由 于 基本 粒子 规律 本 身 尚 未 完全 建立 ,即使 依 目前 建立 起 来 的 规律 能 
用 于 研究 宏观 运动 ,但 每 当 发 现 基本 粒子 的 一 个 更 基本 性 质 时 ,又 得 进行 从 头 修 
改 , 而 粒子 理论 的 发 展 ,原则 上 讲 是 无 穷尽 的 ; 另 一 方面 ,用 微观 方法 研究 在 数 
学 上 还 有 不 少 困难 ,而 且 由 于 物质 结构 的 复杂 性 ,研究 中 通常 采用 统计 平均 的 方 
法 , 常 使 基本 粒子 的 一 些 细节 与 物质 宏观 力学 行为 无 直接 关联 ,这 就 失去 了 从 粒 
子 根本 规律 出 发 的 原来 意义 . 因此 目前 研究 宏观 运动 一 般 都 借助 宏观 方法 . 

采用 宏观 方法 研究 宏观 运动 ,意味 着 不 考虑 单个 粒子 运动 及 其 物理 量 ,而 是 
考虑 大 量 粒子 的 平均 运动 及 其 统计 特性 ,如 速度 、 密 度 \、 温 度 等 . 显然 ,这 里 涉及 
到 用 作 平 均 的 尺度 问题 . 下 面 以 密度 这 一 宏观 物理 量 为 例 来 作 一 分 析 . 设 某 一 
时 刻 , 在 流体 中 取 一 立方 体 , 当 立 方 体 体积 V 或 其 边 长 a 向 一 点 趋 于 零 时 ,就 得 
到 流体 中 该 点 处 单位 体积 的 平均 质量 即 平均 密度 值 5 的 变化 过 程 ( 图 1.3). 由 
图 看 出 , 取 过 大 或 过 小 的 取 或 c, 如 a>1l0cmn,a<1l0 cm, 其 相应 的 平均 密度 并 
不 反映 流体 某 处 的 密度 值 . 因为 对 过 大 的 a, 它 可 能 已 受到 周围 密度 变化 的 影 
响 , 其 平均 密度 5 不 能 反映 该 点 密度 值 . 而 对 过 小 的 a , 则 会 使 此 所 取 体 积 中 分 
子 太 少 (例如 a=10“cm 时 ,所 取 体 积 中 仅 有 分 子 27 个 ) ,其 随机 运动 可 能 随时 
影响 密度 值 ,因而 引起 密度 值 的 很 大 波动 . 只 有 当 边 长 a 取 某 中 间 值 ,例如 取 as 


由 于 分 子 脉动 引起 的 变化 
与 密 度 空 间 分 布 有 关 的 变化 


Wad 


图 1.3 平均 密度 5 随 a 的 变化 


10““cm, 其 平均 值 取 值 稳定 , 才 代 表 该 点 平均 密度 . 这 时 ,一 方面 ,a 值 已 远 小 于 
密度 有 显著 空间 变化 的 尺度 ,因而 以 这 样 的 a 相应 所 得 的 平均 密度 可 以 反映 质 
量 在 空间 各 点 处 的 不 同 分 布 状况 . 另 一 方面 ,在 与 此 a 相应 的 气体 体积 10 
cm 中 ,在 标准 状态 下 已 包含 了 约 2.7X108 这 么 多 个 分 子 (对 水 , 约 包含 3 X 
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10 ”个 分 子 ) ,完全 可 以 获得 一 个 确定 的 统计 平均 密度 . 因此 采用 a 约 为 10 cm 
这 一 尺度 作为 一 个 长 度 尺度 ,在 这 一 尺度 相应 的 体积 上 对 质点 统计 平均 ,就 确定 
了 密度 这 一 宏观 物理 量 . 确定 其 它 宏 观 物理 量 也 大 致 相仿 . 

由 此 看 到 ,如 果 以 分 子 间 平 均 距离 (对 气体 为 10“cm, 对 液体 为 10 “cm) 或 
气体 分 子平 均 自由 程 (10“cm) 作 为 粒子 结构 的 一 个 长 度 尺度 ,并 记 作 1 ,将 空间 
密度 等 物理 量 有 显著 变化 的 尺度 记 作 工 , 取 

i<a<<L 
这 样 的 a ,作为 流体 宏观 物理 量 统计 平 均 的 尺度 是 合理 的 . 

在 大 多 数 流 体力 学 问题 中 , 工 的 尺度 一 般 远 大 于 1 mm, 远 比 粒子 结构 的 尺 
度 1 大 得 多 . 采用 !/ 祥 < 女工 这 样 的 a ,意味 着 采用 比 粒子 结构 的 尺度 大 得 多 的 
尺度 ,粒子 结构 的 尺度 微乎其微 ,可 以 忽略 ,从 而 可 以 不 把 物质 看 作为 由 离散 粒 
子 构成 ,而 认为 物质 连续 地 占 满 其 所 有 的 空间 ,它们 在 所 取 尺 度 上 具有 物理 量 的 
统计 平均 值 ,并 在 空间 具有 连续 分 布 . 这 样 一 种 假想 化 的 介质 称 为 连续 介质 . 

在 连续 介质 中 ,常常 把 较 微 观 粒 子 结构 尺度 大 得 多 而 较 宏 观 特征 尺度 小 得 
多 的 这 样 的 流体 团 , 称 为 质点 . 因此 ,质点 包含 着 很 多 很 多 分 子 ,但 比 起 宏观 特 
征 尺 度 (例如 密度 、 速 度 有 显著 变化 的 尺度 ) 来 , 它 又 很 小 很 小 ,概括 起 来 就 是 , 它 
在 微观 上 是 充分 大 的 ,在 宏观 上 是 充分 小 的 . 质点 具有 的 物理 量 是 均匀 的 , 它 就 是 
其 中 很 多 很 多 粒子 的 统计 平均 值 . 连续 介质 就 由 这 些 连 续 分 布 着 的 质点 组 成 . 

噬 然 质点 在 宏观 上 是 充分 小 的 , 它 又 连续 地 占 满 它 所 占有 的 空间 ,那么 , 质 
点 在 它 所 在 的 空间 也 就 相当 于 一 个 空间 点 . 于 是 质点 的 物理 量 也 就 被 认为 是 流 
体 所 在 空间 上 空间 点 (同样 ,也 是 时 间 ) 的 连续 函数 . 引入 连 续 介质 这 一 概念 的 
目的 ,也 正在 于 此 . 可 见 , 连 续 介质 是 来 自 数学 上 的 要 求 ,但 如 前 所 述 , 它 在 物理 
上 ,在 研究 流体 宏观 运动 的 意义 上 也 是 合理 的 . 实验 和 实践 表明 ,基于 连续 介质 
假设 而 建立 起 来 的 流体 力学 理论 ,是 正确 的 . 

由 上 可 知 ,连续 介质 完全 是 在 宏观 意义 下 的 概念 , 当 我 们 不 是 考虑 与 粒子 结 
构 尺 度 有 同样 尺度 而 是 比 此 尺度 大 得 多 的 尺度 的 现象 时 ,连续 介质 假设 就 成 立 . 
飞机 、 船 舶 在 空气 ,水 中 的 运动 ,其 特征 尺度 例如 船长 ,远大 于 粒子 结构 尺度 , 空 
气 和 水 被 认为 是 连续 介质 ;血液 在 动脉 中 的 流动 (红血球 的 直径 约 为 8X10”“ 
cm, 它 在 直径 约 0.5 cm 的 动脉 中 流动 ), 血 被 就 被 当 作 连续 介质 ;甚至 当 研 究 星 
系 结构 时 ,恒星 间 的 距离 约 为 4X10*cm, 它 们 在 半径 约 为 4X10”cm 的 银河 系 
中 运动 ,星系 也 是 一 种 连续 介质 . 

然而 ,在 研究 高 空 稀薄 气体 中 的 物体 运动 时 ,分 子平 均 自由 程 很 大 ,与 物体 
特征 长 度 尺 度 相 比 为 同 量 阶 ,这 时 便 不 能 视 稀薄 气体 为 连续 介质 . 同样 ,血液 在 
微血管 (其 直径 可 达 10“cm 量 阶 ) 中 的 运动 ,也 不 把 血液 当 作 连续 介质 . 这 是 连 
续 介质 应 用 范围 的 限制 . 
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(三 ) 流体 的 可 压缩 性 与 热膨胀 性 

1. 流体 的 密度 、 比 重 与 比 容 

密度 、 比 重 与 比 容 是 流体 最 基本 的 物理 量 . 如 前 所 述 ,流体 密度 p 是 流体 中 
某 空间 点 上 单位 体积 的 平均 质量 , 即 


上 式 中 的 A 宏观 上 取得 足够 小 ,而 微观 上 又 足够 大 . 为 了 数学 处 理 的 方便 , 通 
常 将 上 式 写 为 


Am dm 
p(X,Y,Z, t) = lim a7 2 


密度 是 空间 位 置 及 时 间 的 函数 ,其 单位 为 kg/mi. 
已 知 了 密度 o ,流体 的 微 体 积 元 dr 内 的 质量 应 为 dm = pdr ,而 体积 r 内 的 


量 应 为 = |odr 


在 一 些 工 程 问题 中 ,还 常常 用 到 比重 这 一 概念 . 流体 的 比重 是 该 流体 的 重 
量 与 同体 积 水 在 4 包 时 的 重量 之 比 ,或 该 流体 的 密度 与 4 人 水 的 密度 之 比 ， 比重 
以 6 表示 

SEE 
4cC 水 


显然 ,比重 为 一 无 量 纲 量 . 

此 外 ,在 流体 力学 中 还 用 到 比 容 这 一 概念 . 比 容 是 密度 的 倒数 , 即 单位 质量 
流体 所 占有 的 体积 ,以 v 表示 

本 

其 单位 为 m /kg. 

表 1.2 是 从 附录 (D) 表 D1 与 表 D2 中 选取 的 几 种 常见 流体 的 密度 . 必须 记 
住 ,277K 时 水 的 密度 为 po=1 000kg/mi ,289K 时 空气 的 密度 为 p=1.226kg/mi. 

流体 密度 值 的 大 小 , 除 依 流 体 的 种 类 不 同 外 ,通常 还 决定 于 压强 和 温度 , 当 
流体 是 多 组 分 的 混合 物 时 ,密度 还 是 各 种 组 分 浓度 的 函数 ,例如 ,海水 是 水 与 各 
种 溶解 盐 的 混合 物 ,海水 密度 常 认为 是 压强 、 温 度 及 盐 度 ( 盐 度 是 单位 质量 海水 
中 溶解 盐 的 质量 ,以 5 表示) 的 函数 :o= po( 刀 ,于 ,5); 大 气 是 干 空气 ( 干 空气 本 身 
是 一 种 混合 物 ,但 常 可 把 它 认 为 是 单一 组 分 气体 ) 与 水 汽 的 混合 物 ,大 气 密度 是 
压强 ` 温 度 及 比 湿 ( 单 位 质量 空气 中 含有 的 水 汽 质量 , 称 为 比 湿 ,以 g 表示 ) 的 函 
数 :p= p(p,T,q). 

2. 流体 的 可 压缩 性 与 热膨胀 性 

流体 在 外 力作 用 下 ,其 体积 或 密度 可 以 改变 的 性 质 , 称 为 流体 的 可 压缩 性 ; 
而 流体 在 温度 改变 时 其 体积 或 密度 可 以 改变 的 性 质 , 则 称 为 流体 的 热膨胀 性 . 
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表 1.2 常用 流体 的 密度 


流体 名 称 温度 (K) ， 密度 (kg/m ) 温度 (K) 密度 (kgjm ) 


空气 250 1.3947 300 1111.4 
300 1.161 4 280 1 374.4 
氧气 300 1.284 300 884.1 
氮气 300 1.123 3 300 1 259.9 
氢气 300 0.080 78 300 13 529 
一 氧化 碳 300 1.123 3 288 999.1 
二 氧化 碳 300 1.773 0 278 1 000.0 
氮气 300 0.162 5 
水 燕 汽 400 0.554 2 


量 为 


ap oT 
~ 1/3e 
其 中 YT = 3 
称 为 等 温 压缩 系数 ， 
-2_1/3% 
: .B= | 
称 为 热膨胀 系数 . 


等 温 压 缩 系数 表示 在 一 定 温度 下 压强 增加 一 个 单位 时 ,流体 密度 的 相对 增 
加 率 . 因此 它 是 衡量 流体 可 压缩 性 的 一 个 物理 量 . 由 于 比 容 v 为 密度 p 的 倒 
数 :wo=1, 因 此 
_ 1/9v 
ln) 


rl 
该 式 表示 ,等 温 压 缩 系 数 表示 在 一 定 温度 下 压强 增加 一 个 单位 时 流体 体积 的 相 
对 缩小 率 . | 
等 温 压缩 系数 yz 的 倒数 为 体积 弹性 模 量 E: 
Sy 0 (LLD 


它 表示 流体 体积 的 相对 变化 所 需 的 压强 增 量 . 
表 1.3 是 一 些 常 见 流体 的 等 温 压缩 系数 yr 及 体积 弹性 模 量 五 的 值 . 由 表 
可 见 , 在 常温 下 的 水 , 当 压 强 增 大 1 大 气压 ,(1.013 X10 N/m ) 时 ,体积 仅 缩小 
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(或 密度 仅 增 大 ) 约 万 分 之 零点 五 , 即 dp/p =0.49X10““. 一 般 液体 的 等 温 压缩 
系数 也 较 小 ,因而 可 以 认为 大 多 数 液体 是 很 难 压 缩 的 . 对 于 气体 , 若 可 用 完全 气 
体 的 状态 方程 p= pRT 描述 , 则 yr =1/p. 因此 ,例如 , 当 气压 由 工大 气压 变化 
至 1.1 大 气压 时 ,密度 的 增加 率 dp/p=dp/p=0.1, 可 见 气体 的 可 压缩 性 比 液体 
大 得 多 . 

严格 说 来 ,实际 流体 都 是 可 以 压缩 的 ,只 是 程度 不 同 而 已 . 但 在 流体 力学 
中 ,为 了 处 理 问题 的 方便 , 常 将 压缩 性 很 小 的 流体 近似 看 为 不 可 压缩 流体 ; 它 的 
密度 可 看 作为 常数 (密度 视 为 不 变 ) ,否则 就 是 可 压缩 流体 . 这 里 所 指 密度 视 为 
不 变 ,自然 是 指 同一 流体 的 密度 不 变 . 

表 1.3 一 些 常见 流体 的 yr 及 和 值 


流 体 Xrl10 (mAN) E10 (N/m ) 

二 氧化 碳 64 1.56 
酒精 110 0.909 
甘油 21 4.762 
水 银 3.7 27.03 
水 49 2.04 


依 式 (1.1.1) ,密度 视 为 不 变 意 味 着 
人 YrAp 


并 视 为 一 小 量 . 这 可 以 有 两 种 方式 使 其 满足 ， 一 是 流体 的 等 温 压缩 系数 yr 很 小 
(或 体积 弹性 模 量 很 大 ) ,即使 压强 的 变化 相当 大 ,所 引起 的 密度 变化 仍然 很 小 . 
例如 ,在 通常 压强 变化 下 的 液体 运动 , 均 认为 是 不 可 压缩 的 (流动 ). 另 一 种 是 压 
强 的 变化 充分 小 ,以 致 等 温 压缩 系数 并 不 太 小 时 ,密度 的 变化 却 还 是 很 小 . 例 
如 ,空气 的 压缩 虽然 比较 大 ,但 在 低速 (小 于 100m/s) 运 动 时 ,压强 的 变化 仍 相当 
小 ,这 时 空气 运动 亦 可 视 为 不 可 压缩 流动 ( 见 第 三 章 第 10 节 ). 反之 ,在 水 下 爆 
炸 等 问题 中 , 由 于 压强 变化 相当 大 , 却 需 将 这 时 水 运动 视 为 可 压缩 流动 . 
热膨胀 系数 表示 在 一 定 压强 下 ,温度 增加 1 K 时 流体 密度 的 相对 减 小 率 . 
与 等 温 压 缩 系 数 类 似 , 它 也 可 写 为 


a 2( 强 ) (1.1.2) 


它 表示 在 一 定 压强 下 ,温度 增加 1 K 时 流体 体积 的 相对 增加 率 . 

表 1.4 给 出 一 些 液体 的 热膨胀 系数 . 它们 是 从 附录 (DD) 表 D2 中 选取 的 ,在 
一 个 大 气压 下 , 当 温度 从 273 K 变 至 373 K 时 ,水 的 体积 仅 增 加 4.3%. 而 对 气 
体 , 由 完全 气体 状态 方程 可 得 
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于 
这 表明 , 当 温 度 由 原 温度 变化 1/10 时 ,体积 的 增加 率 
dVv/iVv = BdT = dT/T = 0.1， 
可 见 气体 的 热膨胀 系数 比 液体 大 得 多 . 
表 1.4 一 些 液体 的 热膨胀 系数 


液体 温度 (K) B:10° (K ') 

润滑 油 300 0.7 

乙 二 醇 300 0.65 
甘油 - 300 0.48 
气 利 昂 300 2.75 
水 银 300 0.181 
饱和 水 300 0.276 

(四 ) 流体 的 输 运 性 质 


如 果 物 质 由 于 某 种 原因 处 于 非 平衡 态 ,那么 系统 会 通过 某 种 机 理 , 产 生 一 种 
自发 的 过 程 ,使 之 趋向 一 个 新 的 平衡 态 . 例如 , 当 流 体 各 层 间 速度 不 同时 ,通过 
动量 传递 ,速度 趋向 均匀 ; 当 流体 各 处 温度 不 均匀 时 ,通过 能 量 传递 ,温度 趋向 均 
匀 ; 当 流体 各 部 分 密度 不 同时 ,通过 质量 传递 ,密度 趋向 均匀 . 流体 这 种 由 非 平 
衡 态 转向 平衡 态 时 物理 量 的 传递 性 质 ,统称 为 流体 的 输 运 性 质 . 

流体 的 这 种 输 运 性 质 ,从 微观 上 看 ,其 发 生 是 通过 分 子 的 热 运动 及 分 子 的 相 
互 碰撞 ,分 子 在 无 规则 运动 中 ,将 原先 所 在 区 域 的 流体 宏观 性 质 输 运 到 另 一 个 区 
域 ,再 通过 分 子 的 相互 碰撞 , 交换 、 传 递 了 各 自 的 物理 量 ,从 而 形成 新 的 平 
衡 态 . 

流体 的 输 运 性 质 ,这 里 主要 指 动量 输 运 .能 量 输 运 .质量 输 运 . 从 宏观 上 看 ， 
它们 分 别 表现 为 粘 灌 现象 .导热 现象 .扩散 现象 ,并 具有 各 自 的 宏观 规律 . 

1. 动量 输 运 一 粘 灌 现象 ' 

考虑 一 平行 于 z 轴 的 水 平流 动 , 当 各 层 流体 的 速度 不 同时 ,任意 两 层 流体 
之 间 将 互 施 作用 力 以 阻碍 各 层 流体 之 间 的 相对 运动 ,这 种 现象 称 为 烙 滞 现象 

1687 年 I 牛顿 首先 发 表 了 他 的 剪 切 流动 的 实验 结果 ,他 的 实验 是 在 两 相距 
h 的 平行 平板 之 间 充 满 粘性 流体 后 进行 的 . 令 下 平板 固定 不 动 而 使 上 平板 在 其 
自身 平面 内 以 等 速 U 向 右 运动 , 则 附 于 上 下 平板 的 流体 质点 其 速度 分 别 为 U 
及 0. 两 平板 间 的 速度 分 布 如 图 1.4 所 示 . 

实验 指出 ,如 果 作用 于 上 平板 使 之 产生 等 速度 U 的 外 力 为 正 , 则 该 力 与 速 
度 U 及 平板 面积 A 成 正比 ,与 平板 间距 太 成 反比 , 即 
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F= yA (1.1.3) 


或 二 (1.1.4) 


其 中 U/h 是 速度 梯度 . 一 般 而 言 , 当 速度 分 布 为 u(y) 时 ,流体 层 y 处 的 剪 切 力 


本 一 (1.1.5) 


其 中 他 为 速度 梯度 , 是 比例 系数 , 称 为 粘度 系数 ,或 动力 粘度 (性 ) 系 数 ,其 值 


随 流体 不 同 而 不 同 . 这 就 是 著名 的 一 维 粘性 流动 的 牛顿 粘性 定律 . 

在 国际 单位 制 中 应 力 的 单位 为 帕 ( 或 Pa) , 即 每 平方 米 上 受 1 牛顿 力 ,速度 
梯度 的 单位 为 sS, 故 jy 的 单位 为 Pa*s 或 1 N's/m, 亦 即 1 kg/(m.s). 在 CGS 
制 中 w 的 单位 为 g/(cm.s) ,又 称 泊 , 它 与 帕 的 关系 为 1 Pa.s=10 泊 . 

1860 年 J.C. 马克斯 韦 尔 首先 对 粘性 气体 的 牛顿 公式 给 出 了 理论 解释 . 根 
据 气 体 分 子 动 理学 ,气体 分 子 的 速度 由 平均 速度 与 热 运动 速度 两 部 分 组 成 ,前 者 
是 气体 质点 的 宏观 速度 ,而 后 者 则 是 气体 分 子 的 微观 随机 运动 速度 . 若 相 邻 两 
层 气 体 ,以 各 自 的 宏观 速度 x 运动 时 ， 由 于 分 子 的 随机 运动 及 分 子 碰撞 ,而 产生 
动量 的 交换 ,上 层 流体 宏观 运动 速度 大 ,交换 中 使 上 层 流体 减少 动量 ,下 层 流体 
宏观 运动 速度 小 ,交换 中 使 下 层 流体 增加 动量 , 依 动量 定理 ,两 层 气体 间 就 产生 
一 对 平行 于 运动 速度 方向 的 力 , 即 前 应 力 . 对 下 层 流体 ,该 力 与 运动 速度 方向 相 
反 ,是 一 个 阻碍 流体 运动 的 力 ; 对 上 层 流 体 ,该 力 与 运动 速度 方向 相同 ,是 一 个 帮 
助 流体 运动 的 力 . 因此 这 一 对 力 是 一 种 内 摩擦 力 ,或 作用 于 流体 的 粘性 力 
(图 1.4). 这 也 就 是 产生 粘 滞 现象 的 原因 . 

利用 气体 动 理学 理论 可 粗略 估计 流体 的 粘度 系数 jy. 

考虑 最 简单 的 前 切 流 动情 况 如 图 1.4 所 示 . 速度 wx 的 分 布 为 线性 的 ,假定 
速度 梯度 为 a,, 则 y 处 的 速度 x = cvy, 取 任意 平行 平面 AB ,由 于 分 子 的 随机 热 
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运动 ,AB 下 面 的 分 子 将 向 上 运动 ,上 面 的 分 子 将 向 下 运动 ,如 果 令 AB 上 面 与 
下 面 的 分 子 分 别 带 有 正 动量 与 负 动 量 , 则 动量 输 运 将 使 上 面 的 宏观 速度 减 小 ,下 
面 的 宏观 速度 增加 ,使 上 下 层 速度 趋 于 相等 . 

如 果 每 单位 体积 中 含有 N 个 气体 分 子 , 它 们 的 热 随机 平均 速度 为 c, 为 了 
简便 ,假定 沿 x、y、z 方向 各 有 NN/3 个 气体 分 子 以 速度 c 运动 ,在 每 单位 体积 有 
N/3 个 气体 分 子 沿 y 方向 的 运动 中 ,又 假定 有 一 半 即 N/6 是 向 上 运动 的 , 另 一 
半 是 向 下 运动 的 ,它们 均 具有 速度 c. 这 样 每 单位 时 间 每 单位 体积 各 有 Nc/6 个 
分 子 穿 过 AB 向 上 运动 和 向 下 运动 . 

如 果 每 一 分 子 的 质量 为 m ,各 分 子 穿 过 AB 时 的 宏观 平均 速度 相当 于 中 
AB 平面 L 处 的 速度 x= oa, 工 ,其 中 工 为 分 子平 均 自由 程 ,这 样 每 一 分 子 的 平均 
动量 为 mLa, ,每 单位 时 间 每 单位 面积 有 NcmLa,/6 的 正 动量 输 运 向 下 ,同样 数 
量 的 负 动 量 输 运 向 上 , 即 共有 NcmLa,/3 的 动量 交换 ,这 给 出 了 AB 平面 上 的 剪 
应 力 . 根据 牛顿 粘性 定律 ,此 前 应 力 为 ya,. 考虑 到 Nzm 为 单位 体积 的 质量 , 即 
气体 的 密度 p ,于 是 有 


1 
+= 330L 


1932 年 D. 恩 斯 科 格 与 S. 查 普 曼 作 了 更 详细 的 计算 . 他 们 给 出 A = 
0.499ecL ,其 中 工 为 分 子平 均 自由 程 ,c 为 分 子 的 平均 随机 速度 . 

液体 的 微观 结构 与 气体 的 不 同 , 液 体 的 粘度 系数 与 分 子 在 平衡 位 置 附近 的 
振动 (或 定居 ) 时 间 有 关 . 振动 时 间 长 即 平衡 位 置 的 变换 次 数 少 ,其 流动 性 小 , 粘 
性 就 大 ,反之 ,其 流动 性 大 ,粘性 就 小 . 通常 液体 的 粘度 系数 较 气体 的 大 得 多 ,而 
且 粘 度 系 数 随 温度 的 变化 也 与 气体 的 过 异 . 对 于 液体 ,温度 升 高 时 ,分 子 间 的 间 
阶 增 大 ,吸引 力 减 小 ,定居 时 间 减 小 ,粘度 系数 也 减 小 ,这 与 气体 正好 相反 :气体 
温度 增高 , 热 运 动 加 剧 、 动 量 交换 加 快 ,粘性 增 大 . 

在 通常 情况 下 ,压强 对 流体 粘度 系数 的 影响 很 小 ,但 在 高 压 作 用 下 流体 的 粘 
度 系数 均 随 压强 的 增加 而 增加 . : 

在 流体 力学 中 ， 除了 用 (动力 ) 粘 度 系数 A 外 ,还 常用 到 运动 粘度 系数 或 动 
量 扩散 率 v, 它 是 粘度 系数 w 与 流体 密度 o 之 比 : 

v = plp, 
y 的 单位 是 m/s. 

表 1.5 是 一 些 流体 的 粘度 系数 jy 及 运动 粘度 系数 ， 值 . 它们 是 从 附录 (D) 
的 表 DD.1 与 表 D2 中 选取 的 . 由 表 看 到 ,空气 .水 粘度 系数 jy 较 小 ,润滑 油 、 甘 油 
粘度 系数 w 较 大 . 

表 1.6 及 1.7 为 空气 和 饱和 水 随 温度 变化 的 粘度 系数 值 . 它们 是 分 别 从 附 
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录 (D) 的 表 D.1 与 表 D.3 中 选取 的 . 
表 1.5 一 些 流体 的 粘度 系数 y: 及 运动 粘度 系数 , 值 


流体 温度 (K) ”粘度 系数 yy:10 (N's/m) 运动 粘度 系数 y:10 (m/s) 
空气 300 184.6 15.87 
氨 300 101.5 14.7 
二 氧化 碳 300 149 8.4 
一 氧化 碳 300 175 15.6 
氨 300 199 122 
氢 300 89.6 111 
氮 300 . 178.2 15.86 
所 300 207.2 16.14 
水 蒸气 400 134.4 24.25 
润滑 油 300 48.6X105 550 
乙 二 醇 300 1.57x105 14.1 
甘 油 300 79.9x 105 634 
气 利 昂 300 0.025 4X105 0.195 
水 银 .300 0.152 3X 105 0.112 5 
表 1.6 空气 粘度 系数 随 温度 的 变化 表 1.7 饱和 水 粘度 系数 随 温 度 的 变化 
温度 (K) 4°10 (N's/m) 温度 (K) pf°*10° (N's/m’ ) 
250 159.6 273.15 1 750 
300 184.6 300 855 
350 208.2 
400 230.1 0 We 
500 270.1 340 420 
600 305.8 350 365 
700 338.8 360 324 
800 369.8 .370 289 


粘性 常 作 另 一 种 解释 . 在 式 (1.1.5) 中 取 wu=dz/dz ,Y=dz/dy, 则 (1.1.5) 式 可 
表 为 ， 
= 各 =x 访 坚 =z 晤 至 =“ 昌 = 他 (1.1.6) 
由 于 7y 可 理解 为 剪 切 应 变 率 , 故 上 式 表示 剪 应 力 与 剪 切 应 变 率 成 正比 . 在 同一 
前 应 力作 用 下 ,对 粘度 系数 w 大 的 流体 ,所 产生 的 前 切 应 变 率 , 比 对 粘度 系数 4 
小 的 流体 要 小 . 因此 ,常常 把 流体 的 粘性 ,认为 是 流体 的 一 种 抵抗 变形 的 能 力 . 
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由 (1.1.6) 式 还 可 看 到 ,流体 所 产生 的 前 切 应 变 率 愈 小 ,引起 前 切 变形 所 需 
的 前 应 力也 愈 小 . 在 应 变 率 无 限 小 的 情况 下 ,随便 多 么 小 的 前 应 力 都 可 引起 流 
体 很 大 的 变形 . 只 有 当 流 体 不 受 任何 前 应 力作 用 的 情况 下 ,流体 才能 处 于 完全 
静止 的 状态 . 这 构成 了 流体 有 别 于 固体 的 一 种 性 质 : 易 流 动 性 . 并 且 常 常 把 流 
体 定义 为 ,在 任何 微小 的 剪 应 力作 用 下 能 持续 不 断 产生 变形 的 物质 . 

实际 流体 都 是 有 粘性 的 ,但 若 流体 的 粘度 系数 很 小 ,而 且 流 场 中 速度 梯度 不 
大 ,那么 ,这 时 流 场 中 出 现 的 粘性 力 很 小 ,可 以 将 这 种 流体 流动 近似 认为 是 无 粘 
性 流动 . 无 粘性 流体 (流动 ) 的 概念 虽然 是 人 为 的 ,但 却 能 清晰 地 揭示 出 许多 流 
动 的 主要 特性 ,因此 ,研究 无 粘性 流动 在 流体 力学 基础 理论 中 ,占有 重要 位 置 . 

还 应 指出 ,由 实验 所 得 的 牛顿 粘性 定律 并 非 对 所 有 流体 都 成 立 . 能 满足 这 
一 定律 的 流体 只 是 一 些 分 子 结构 简单 的 流体 ,如 空气 水 等 . 实验 表明 ,很 多 流 
体 的 剪 应 力 与 剪 切 应 变 率 之 间 不 满足 线性 关系 (1.1.6) 式 . 通常 将 前 应 力 与 前 
切 应 变 率 之 间 满 足 线性 关系 的 流体 , 称 为 牛顿 流体 . 而 把 不 满足 这 一 关系 的 流 
体 , 称 为 非 牛顿 流体 . 

非 牛顿 流体 极为 普遍 ,食品 工业 中 的 奶油 、 蜂 蜜 、 蛋 白 、 果 浆 ; 建 筑 材料 中 的 
沥青 水 泥浆 ;大 多 数 油 类 及 润滑 脂 、 高 分 子 聚合 物 溶液 .树胶 ;动物 血液 等 均 是 
非 牛 顿 流体 . 对 它们 的 利用 加工 和 输送 ,都 必须 涉及 其 性 质 ,因此 非 牛顿 流体 
力学 近年 有 很 快 发 展 . 

非 牛 顿 流体 的 应 变 率 y 与 前 应 力 z 的 关系 常用 下 式 表 示 ， 

7 = f(r). (1.1.7) 

对 牛顿 流动 , r/;7 表示 为 粘度 系数 /对 于 非 牛顿 流动 ， 

= r/y (1.1.8) 
称 为 表 观 粘度 . 7 与 w 不 同 , 7 不 是 一 个 物质 常数 , 它 既 与 》 有关, 又 与 + 有 关 . 
但 wm 与 x 有 相同 的 量 纲 . 

非 牛 顿 流体 分 为 三 类 ; 

一 类 是 非 时 变性 非 牛顿 流体 ,这 类 流体 的 剪 应 力 仅 与 应 变 率 有 关 ,或 者 说 表 
观 粘度 仅 与 应 变 率 ( 或 前 应 力 ) 有 关 、 与 时 间 无 关 :7= 7(y). (图 1.5). 主要 有 
伪 塑 性 流体 (应 变 率 愈 大 ,7 愈 小 ,流动 性 愈 好 ,如 橡胶 ) .膨胀 型 流体 (与 上 相反 ， 
如 玉米 面糊 )、 粘 塑性 流体 (前 应 力 超过 届 服 值 才 产生 流动 ,如 水 泥浆 ). 

第 二 类 是 时 变性 非 牛 顿 流体 ,这 类 流体 的 表 观 粘度 不 仅 与 应 变 率 有 关 , 而 且 
与 前 切 作 用 持续 时 间 有 关 . 一 般 认为 ,在 流体 受 剪 切 时 ,内 部 结构 被 破坏 ,并 有 
一 个 调整 时 间 . 力学 性 质 受 结构 变化 的 影响 , 随 之 变化 ,直到 新 的 平衡 结构 形成 
为 止 . 非 时 变性 非 牛顿 流体 调整 快 ,因此 与 时 间 无 关 , 时 变性 非 牛 顿 流体 调整 组 
慢 , 就 与 时 间 有 关 . (图 1.5). 主要 有 触 变 体 (w、t 随 剪 切 时 间 变 小 ,如 油漆 ) 和 
触 稠 体 (与 上 相反 ,如 石膏 水 溶液 ). 
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触 确 体 (二 ) 
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触 变 体 (二 ) 3 
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(一 ): 非 时 变性 流体 (二 ): 时 变性 流体 
1. 牛 顿 流体 2. 伪 塑性 流体 (一 ) 3. 脱 胀 型 流体 (一 ) 4. 粘 塑性 流体 (一 ) 
图 1.5 牛顿 流体 与 非 牛顿 流体 


第 三 类 是 粘 弹性 流体 ,其 特征 是 既 具 粘 性 又 有 弹性 效应 . 例如 ,尼龙 丝 受 拉 
伸 即 发 生 流动 性 的 伸 长 ,除去 拉力 ,立即 弹性 地 作 一 定 程度 的 收缩 后 ,再 缓慢 地 
收缩 . 这 说 明 粘 弹性 体 受 力 作用 时 ,产生 弹性 变形 并 作 粘 性 流动 的 双重 效应 . 

对 线性 粘 弹性 流体 ,应 力 和 应 变 及 其 导数 之 间 星 线性 关系 ,其 粘性 效应 用 牛 
顿 粘性 定律 描述 ,弹性 效应 用 虎 克 定律 描述 . 总 的 应 变 率 为 


sR 全 (1.1.9) 


其 中 5 为 动力 粘度 系数 , G 为 剪 切 模 量 ,7 为 前 应 力 对 时 间 的 导数 . 满足 方程 
(1.1.9) 的 流体 称 为 麦克 斯 韦 流体 . 

非 牛顿 流体 有 与 牛顿 流体 不 同 的 流动 特性 ,例如 粘 塑性 流体 在 管 中 流 动 时 
有 一 固体 核心 (无 相对 运动 , 近 管 壁 则 有 速度 梯度 ) ; 粘 弹性 流体 有 沿 旋转 棒 向 上 
疏 的 倾向 ;其 自 管 中 流 出 时 有 挤 出 物 膨胀 现象 ;有 开口 虹吸 现象 , 等 等 . 如 
图 1.6. 

2. 热 能 输 运 一 一 热传导 现象 

流体 中 的 传 热 现象 通常 以 三 种 方式 进行 ,热传导 、 热 辐射 及 热 对 流 . 前 者 是 
由 于 分 子 的 热 运动 所 产生 的 热能 输 运 现象 , 而 后 两 者 分 别 是 由 于 电磁 波 辐射 及 
随 流 体 的 宏观 运动 产生 的 热 迁移 现象 ,前 两 者 即使 在 静止 流体 中 也 存在 ,而 后 者 
则 仅 存 在 于 流体 运动 之 中 . 1 

当 静 止 流体 中 的 温度 分 布 不 均匀 时 ,流体 的 热能 通过 分 子 热 运 动 从 较 高 温 
的 区 域 传递 到 较 低温 的 区 域 ,这 种 现象 称 为 热传导 现象. 

1822 年 ,J.B. 健 里 叶 首 先进 行 了 最 简单 的 热传导 实验 (图 1.7), 得 到 了 传 里 
叶 定 律 . 设 在 流体 中 相距 为 Ay 的 上 下 两 平面 上 ,温度 分 别 稳定 地 保持 为 T(y++ 
Ay) 及 T(y), 且 T(y+Ay)>T(y), 由 于 分 子 的 热 运动 ,单位 时 间 内 将 有 热量 
Q, 从 上 方 传 至 下 方 , 其 大 小 与 截面 积 A 和 两 平面 温度 差 T(y+ Ay) - 工 (y) 成 
正比 ,与 两 平面 距离 Ay 成 反比 , 即 
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图 1.6 非 牛顿 流体 流动 
ALy + Ay) — Ty) 


Q, cc 
y 
当 Ay~>0 时 有 热流 量 T (y+Ay) 
-~_ .A dT 
Q, =— kA dy 
或 每 单位 面积 的 热流 量 - 
_-@__ ,dT 
Cp tn (1.1.10) po 


其 中 & 为 流体 的 热传导 系数 (导热 系数 ). 负 号 表 
示 热 量 (或 热流 量 ) 的 流向 写 温度 梯度 方向 相反 . 这 就 是 定常 一 维 热传导 的 储 里 


叶 定 律 . 
单位 时 间 热 量 的 单位 为 瓦 (w=J/s) ,每 单位 面积 热流 量 的 单位 为 Wi 温 


度 梯度 的 单位 为 K/m, 导 热 系数 的 单位 为 ; 
轧机 = wl(m.K) 
(1.1.10) 式 的 更 一 般 的 情况 , 当 温度 在 空间 呈 三 维 不 均匀 分 布 时 ,介质 的 执 


传导 性 为 各 向 同性 时 ,有 每 单位 面积 的 热流 量 矢量 4 
dg =~ kVYT, (1.1.11) 


其 中 VT 为 温度 对 于 空间 坐标 的 梯度 . 


有 


| 
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气体 热传导 的 微观 机 理 与 粘性 完全 类 似 ,是 分 子平 均 热 运 动能 交换 的 结果 . 
应 用 气体 分 子 动 理学 理论 也 可 以 粗略 地 计算 出 热传导 系数 与 微观 量 的 关 
系 : 


= 
k= 3 = pc， 


其 中 cv 为 气体 的 定 容 比 热 . 

更 精确 的 计算 给 出 &/(jyc,) 约 为 2, 对 空气 ,温度 为 288 K 时 实测 结果 
k/(nc,)=1.96. 

液体 的 热传导 系数 来 自 两 方面 的 贡献 ,与 固体 的 类 似 . 主要 是 依靠 分 子 在 
其 平衡 位 置 附近 作 小 振幅 的 热 振动 . 在 温度 较 高 的 区 域 ,分 子 振动 的 热能 相当 
大 , 它 会 将 热能 传递 给 它 邻 近 的 分 子 , 如 此 逐 层 传递 下 去 就 形成 热传导 . 另 一 种 
是 分 子 在 较 分 子 间 距 大 得 多 的 范围 内 运动 所 产生 的 热传导 . 在 通常 情况 下 ,后 
者 的 贡献 虽然 比较 小 ,但 远大 于 零 . 一 般 说 来 ,液体 的 热传导 系数 仅 略 依赖 于 温 
度 而 与 压强 几乎 无 关 . 它 的 数值 约 较 气体 的 大 1 一 2 个 量 级 . 

表 1.8 为 几 种 常见 流体 的 热传导 系数 . 它们 是 从 附录 (D) 的 表 D.1 与 表 
D.2 中 选取 的 . 

. 表 1.8 一 些 流体 的 热传导 系数 


流体 温度 (K) k:10°(w/mK) 
空气 300 26.3 
二 氧化 碳 300 16.55 
所 300 26.8 
水 蒸气 400 26.1 
润滑 油 300 145 
甘油 300 286 
水 银 300 8540 


3. 质量 输 运 一 一 扩散 现象 | 

当 流 体 的 密度 分 布 不 均匀 时 ,流体 的 质量 就 会 从 高 密度 区 迁移 到 低 密度 区 ， 
这 种 现象 称 为 扩散 现象 . 它们 又 可 分 为 两 类 ,一 类 是 在 单 组 分 流体 中 ,由 于 其 自 
身 密度 差 所 引起 的 扩散 , 称 为 自 扩散 . 另 一 类 是 在 两 种 组 分 的 混合 介质 (如 气体 
或 液体 与 可 溶 固 体 ,二 不 相 混 的 液体 等 ) 中 ,由 于 各 组 分 的 各 自 密度 差 在 男 一 组 
分 中 所 引起 的 扩散 , 称 为 互 扩 散 . 一 般 说 来 ,在 解决 实际 问题 中 互 扩 散 远 较 自 扩 
散 更 为 重要 . 

自 扩散 ” 当 流 体 分 子 进行 动量 与 热能 交换 ,也 同时 伴 有 质量 的 交换 , 因 之 质 
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量 输 运 的 机 理 与 动量 和 热能 输 运 的 机 理 

完全 相同 . 假定 在 流体 中 存在 一 密度 分 布 

p(y) ,其 梯度 为 dp/dy, 由 于 分 子 的 热 运 ” 已 后 

动 ,流体 将 从 上 方 迁 移 到 下 方 ,如 图 1.8 Re 

所 示 ,单位 时 间 所 输 运 的 质量 与 截面 积 A 和 

和 密度 梯度 dp/dy 成 正比 ,单位 时 间 每 单 

位 面积 上 的 输 运 图 1.8 扩散 现象 
人 (1.1.12) 


dy” 
其 中 中 为 自 扩散 系数 , 负 号 表示 质量 的 流向 与 密度 梯度 方向 相反 . 与 粘度 系数 
和 热传导 系数 一 样 ,可 计算 出 


je 子 cL， (1.1.13) 


因而 相 比较 有 jy = oD. 根据 更 精确 的 计算 ,J.H.Jeans( 琼 斯 ) 的 理论 给 出 oD/w 
=1.34.S. 查 普 曼 理论 给 出 oD/y =1.336. 而 实测 的 则 在 1.3 一 1.5 之 间 . 

互 扩散 ”1855 年 ,A. 菲 克 (Fick) 首 先 发 表 了 双 组 分 混合 物 互 扩散 的 实验 
结果 ,他 考虑 由 组 分 A 与 B. 组 成 的 混合 物 系统 ,各 组 分 均 由 其 各 自 的 高 密度 区 
向 低 密度 区 扩散 ,这 里 为 了 简便 ,假定 组 分 B 为 均 质 介 质 , 仅 考虑 组 分 A 在 组 
分 B 中 的 扩散 ,他 的 实验 结果 表明 ,组 分 A 的 定常 扩散 率 与 它 的 密度 梯 
度 和 截面 积 成 正比 ,或 单位 时 间 每 单位 面积 的 质量 流量 与 密度 梯度 成 正 
比 


d 
jap =- Du 友 ， (1.1.14) 


其 中 jp 与 Dns 分 别 为 组 分 A 在 组 分 B 中 每 单位 面积 的 质量 流量 及 扩散 系数 , 通 
常 称 这 为 一 维 定常 的 第 一 菲 克 扩散 定律 . 

(1.1.14) 式 更 一 般 的 情况 , 当 密 度 在 空间 呈 三 维 不 均匀 分 布 时 ,介质 的 质量 
扩散 为 各 向 同性 时 ,有 每 单位 面积 的 质量 流量 矢量 

jap =— Da Vo (1.1.15) 

其 中 Vpoa 为 组 分 A 的 密度 梯度 . 

在 国际 单位 制 中 ,扩散 系数 的 量 岗 为 m :1s, 它 它 与 粘度 系数 和 热传导 系数 不 
同 , 它 的 大 小 依赖 于 压强 温度 和 混合 物 的 成 分 . 一 般 说 来 ,液体 的 扩散 系数 较 
气体 的 小 几 个 数量 级 . 表 1.9. 与 表 1.10 是 几 种 物质 在 空气 和 水 中 的 扩散 系数 . 
它们 均 取 自 附 录 (D) 中 的 表 D.5 

与 传 热 现象 相 类 似 , 传 质 现象 除了 分 子 输 运 以 外 ,还 有 对 流传 质 , 并 且 根 据 
流动 的 性 质 分 为 受 迫 对 流传 质 与 自由 对 流传 质 . 
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表 1.9 几 种 物质 在 空气 中 的 扩散 系数 


溶质 溶剂 温度 (K) Daa (m/s) 
水 空气 298 0.26X10 

二 氧化 碳 空气 298 0.16x10- 
氧 空气 298 0.21x10™ 
丙酮 空气 273 0.11xX10™4 
莱 空气 298 ”0.88x10™5 

至 空气 300 0.62x10” 


表 1.10 几 种 物质 在 水 中 的 扩散 系数 


溶质 溶剂 温度 (K) Das (m/s) 
食盐 水 288 1.1X10? 
葡萄 糖 水 298 0.69x10™ 
酒精 水 298 0.12x10™ 
甘油 水 298 0.94x10™ 


从 上 面 的 讨论 可 以 清楚 地 看 出 ,流体 的 动量 、 热 能 和 质量 三 种 输 运 性 质 ,从 
微观 的 角度 看 ,它们 的 形成 机 理 是 相似 的 ,都 是 通过 分 子 的 热 运动 及 分 子 的 相互 
碰撞 , 输 运 了 它们 原先 所 在 区 域 的 宏观 性 质 , 从 而 使 原先 区 域 的 状态 不 平衡 渐渐 
趋向 状态 平衡 . 同时 在 宏观 上 具有 类 似 的 表达 式 , 即 


粘性 c=/ 嵌 牛顿 定律 
热传导 < EE 傅 里 叶 定律 
扩散 和 Dw 非 克 第 一 定律 


(每 单位 面积 的 动量 热量 或 质量 流量 = 常数 X 势 梯度 ). 
这 三 种 输 运 过 程 另 一 共同 点 是 均 为 不 可 逆 过 程 ,同时 这 些 分 子 输 运 现象 主要 在 
层 流 流动 中 考虑 ,一 旦 流动 为 灌流 ,由 于 涨 流 输 运 远 较 分 子 输 运 强烈 ,分 子 输 运 
常常 予以 忽略 . 
“ (五 ) 表 面 张力 与 毛细 现象 

液体 表面 具有 一 一 种 不 同 于 液体 内 部 的 特殊 性 质 : 在 液体 内 部 , 相 邻 液体 间 的 
相互 作用 表现 为 压力 ,而 在 液体 表面 ,界面 上 液体 间 的 相互 作用 表现 为 张力 . 由 
于 这 种 力 的 存在 ,引起 弯曲 液 面 内 外 出 现 压 强 差 以 及 常见 的 毛细 现象 等 . 这 些 
特性 在 讨论 毛细 波及 毛细 流 等 问题 中 是 必须 考虑 的 . 

1. 表面 张力 

许多 现象 表明 ,液体 表面 有 自动 收缩 的 趋势 ,例如 , 取 一 一 边 可 以 自由 滑动 
的 矩形 钢丝 框架 ,将 框架 浸入 肥皂 液 内 片刻 后 取出 ,框架 上 就 会 形成 一 个 肥皂 


1.1 流体 的 物理 性 质 2 


膜 ,如 沿 自由 滑动 边 不 加 外 力 , 肥 皂 膜 就 将 自动 收缩 ,这 表明 ,肥皂 膜 上 存在 着 张 
力 . 

设想 在 上 述 液 面 内 画 一 截 线 , 截 线 两 边 的 液 面 存在 着 相互 作用 的 拉力 ,此 力 
与 截 线 垂直 并 与 该 处 液 面 相 切 ,这 种 力 称 为 液体 的 表面 张力 . 

若 截 线 长 为 工 , 则 由 实验 表明 ,表面 张力 的 大 小 与 液 面 的 截 线 长 度 工 成 正 
比 , 即 

下 = 0oL. (1.1.16) 
式 中 o 称 为 表面 张力 系数 , 它 表示 液 面 上 单位 长 度 截 线 上 的 表面 张力 ,其 大 小 
主要 由 物质 种 类 决定 ,其 单位 为 Nm-!. 表 1.11 是 一 些 物质 的 表面 张力 系数 
值 . 表 1.12 是 饱和 水 的 表面 张力 系数 随 温度 变化 的 情况 . 后 者 取 自 附录 (DD) 
中 的 表 DD.3. 由 两 表 看 出 ,表面 张力 系数 还 与 液体 相 邻 的 物质 种 类 以 及 液 面 温 
表 1.11 一 些 液体 的 表面 张力 系数 


液 体 温度 (K) o(10 Nm 1) 
水 与 空气 291 73 
水 银 与 空气 291 490 
水 银 与 水 293 472 
酒精 与 空气 291 23 
乙醚 与 空气 293 16.5 
肥皂 水 与 空气 293 40 


表 1.12 饱和 水 的 表面 张力 系数 与 温度 的 关系 


温度 (K) o X10 (N/m) 
273 75.5 
290 73.7 
310 70.0 
350 63.2 
400 53.6 


度 有 关 . 温度 愈 高 ,o 愈 小 . 从 微观 角度 看 ,液体 表面 的 这 种 作用 并 不 在 一 个 真 
正 的 几何 面 上 ,而 是 在 一 个 厚度 为 分 子 有 效 作用 距离 (数量 级 为 10“m) 的 薄 层 
上 ,此 薄 层 称 为 表面 层 . 考虑 表面 层 中 任意 一 个 分 子 B( 图 1.8). 若 以 B 为 心 ， 
以 分 子 力 有 效 作用 距离 为 半径 作 一 分 子 力作 用 球 , 则 此 球 有 一 部 分 落 在 液体 之 
外 ,因而 表层 内 的 分 子 B 与 在 液体 内 部 的 分 子 A 相 比 ,缺少 了 一 些 能 吸引 它 的 
分 子 , 这 些 引力 的 合力 是 指向 下 的 ,这 使 液 面 有 尽量 收缩 的 趋势 ,至 于 分 子 间 的 
斥 力 作用 ,由 于 斥 力 有 效 作用 距离 很 短 ,除了 液体 的 极 表层 之 外 ,表面 层 中 的 分 
子 斥 力 作用 球 全 部 淹没 在 液体 内 部 ,因此 ,在 表面 层 中 的 其 它 分 子 对 B 点 的 斥 
力作 用 是 互相 抵消 的 ,这 与 液体 内 部 A 点 的 斥 力 作用 相同 . 由 于 斥 力 与 引力 的 
这 种 差异 ,导致 了 表面 张力 的 产生 . 
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2. 弯曲 液 面 下 的 压强 差 

肥皂 泡 、 水 中 的 气泡 、 液 滴 以 及 固体 与 液体 相 接 触 的 地 方 , 液 面 都 是 弯曲 的 . 
在 某 些 情形 下 可 能 是 凸 液 面 ,如 液 滴 、 水 银 温度 计 中 的 水 银 面 ;而 在 另 一 些 情形 
下 可 能 是 四 液 面 , 如 水 中 的 气泡 , 细 玻 璃 管 中 的 水 面 等 . 由 于 表面 张力 的 存在 ， 
液 面 内 及 液 面 外 有 一 压强 差 ,形成 附加 压强 . 在 凸 液 面 时 ,附加 压强 为 正 , 即 液 
面 内 的 压强 大 于 液 面 外 的 压强 ( 常 为 大 气压 ); 在 止 液 面 时 则 反之 ,此 附加 压强 可 
通过 对 液 面 的 受 力 分 析 计算 出 来 (图 1.9). 设 在 任意 弯曲 的 液 面 上 取 一 点 O， 
作 ON 垂直 于 曲面 ,过 ON 作 互 相 垂直 的 两 平面 ,与 曲面 相交 于 两 截 线 A; B， 
及 A,B, ,并 分 别 设 A1B1 及 A,B, 两 截 线 的 曲率 半径 为 OC; = Rj, OC, = R,， 
再 过 点 O 液 面 作 一 微 曲线 四 边 形 DEFG( 图 1.10). 分 析 曲 线 四 边 形 受 力 情况 ， 
略 去 重力 ,由 表面 张力 及 附加 压强 力 取得 平衡 就 有 式 


二 
Ap = "( 雯 + | (1.1.17) 


(1.1.17) 称 为 拉 普 拉 斯 公式 . 应 注意 , 当 曲 率 中 心 在 液 内 时 ,相应 曲率 半径 取 正 
值 ; 当 曲率 中 心 在 液 外 时 ,相应 曲率 半径 取 负 值 . 


图 1.9 液体 表面 层 受 力 分 析 ' 图 1.10 曲面 上 的 表面 张力 


若 弯 曲 液 面 为 球面 时 ,Ri = R, = R, 从 而 Ap =2o/R. 当 弯 曲 液 面 为 柱 面 
时 ,Ri=R,R:=coAp=colR, 若 此 柱 面 由 5=5(Cz) 给 出 , 则 曲率 半径 尺 有 关 
系 式 


至。 (9 
RY Qe) (1.1.18) 
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式 中 下 标 表 示 取 导数 . 

3. 毛细 现象 

当 液 体 及 固体 表面 接触 时 ,接触 处 会 产生 一 种 表面 现象 (图 1.11). 例如 水 
在 玻璃 上 是 散 开 的 ,水 银 在 玻璃 上 是 收缩 成 球形 的 . 这 样 就 说 ,水 是 润 湿 玻 璃 
的 ,水 银 是 不 润 湿 玻 璃 的 . 为 表明 润 湿 或 不 润 湿 的 程度 ,引信 接 触角 的 概念 . 在 
液体 固体 壁 和 空气 交界 处 作 液体 表面 的 切面 ,此 面 与 固体 壁 在 液体 内 部 所 夹 的 
角度 0 就 称 为 这 种 液体 对 该 固体 的 接触 角 . 当 9 为 锐角 时 ,液体 润 湿 固 体 ; 当 0 
为 钝 角 时 ,液体 不 润 湿 固 体 . 若 0=0, 则 液体 完全 润 湿 固体 ; 若 6 = x, 则 液体 完 
全 不 润 湿 固体 ,水 与 洁净 玻璃 的 0= 10, 水 银 与 玻璃 的 0=138". 

润 湿 不 润 湿 决定 于 液体 与 固体 的 性 质 , 即 由 固 液 分 子 之 间 的 相互 吸引 力 ( 称 
附着 力 ) 大 于 或 小 于 液 液 分 于 之 间 的 相互 吸引 力 ( 称 内 聚 力 ) 这 一 因素 决定 。 设 
液体 与 固体 接触 处 , 沿 固体 壁 有 一 层 液 体 , 称 附着 层 ,其 厚度 等 于 液体 分 子 间 引 
力 的 有 效 作用 距离 和 液 固 分 子 间 引 力 的 有 效 作 用 上 距离 的 较 大 者 . 当 附 着 力 大 于 


水 银 在 管 中 水 在 管 中 


图 1.11 液体 的 润 湿 与 接触 角 


内 聚 力 时 ,液体 分 子 在 附着 层 内 所 受 的 合力 垂直 于 附着 层 且 指向 固体 ,液体 分 子 倾 
向 挤 入 附着 层 , 沿 附着 层 扩展 ,从 而 润 湿 固体 . 反之 , 当 内 聚 力 大 于 附着 力 时 ,附着 层 
内 的 较 多 的 液体 分 子 被 吸引 到 液体 内 部 ,附着 层 呈 收缩 倾向 ,呈现 不 润 湿 现象 . 
将 细 管 插入 液体 后 管内 水 面 会 升 高 或 下 降 , 这 种 现象 称 为 毛细 现象 。 产 生 
这 一 现象 的 管子 称 毛细 管 ,毛细 现象 是 由 表面 张力 及 接触 角 所 决定 的 。 
在 液体 润 湿 管 壁 的 情况 下 ,毛细管 刚 插入 液体 中 时 ,由 于 接触 角 为 锐角 , 液 
面 就 变 为 凹面 ,使 液 面 下 方 B 点 (图 1.12) 的 压强 比 
液 面 上 方 的 大 气压 小 ,而 在 与 B 点 同 高 的 平 液 面 处 a 
的 C 点 的 压强 仍 与 液 面 上 的 大 气压 相等 . 根据 液体 @ 
静 力 学 原理 , 同 高 两 点 的 压强 应 相等 ,因此 液 面 不 能 
平衡 而 要 在 管 中 上 升 ,直至 B 点 与 C 点 压强 相等 为 9 C 
止 . 设 细 管 截面 为 圆 形 , 则 上 四面 可 以 近似 地 看 作 半 径 


为 R 的 球面 ,因此 依 式 (1.1.17),A 点 的 压强 比 大 和 一 12 下 多 原理 
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气压 po 小 一 量 2o/R, 即 
p= po 一 2c/ 及 . 
式 中 o 是 表面 张力 系数 . 再 由 液体 静 力 学 原理 ,加 = pc = pa + pegh , 故 2c/R = 
pgh. 设 > 为 毛细 管 半径 , 则 因 
R = r/cos 0， (1.1.19) 
其 中 0 为 接触 角 ,因此 
h = 2ccos 0 人 (osgr). (1.1.20) 
该 式 表 明太 与 o 成 正比 ,与 > 成 反比 ,并 与 9 有关 . 因此 ,管子 愈 细 ,h 愈 大 . 
同样 ,对 液体 不 润 湿 的 情况 , 管 中 液 面 下 降 , 下 降 的 距离 h 同样 由 式 
(1.1.20) 计 算 , 只 是 9 为 钝 角 ,h 为 负 值 . 


1.2 描述 流体 运动 的 方法 


本 节 介绍 流体 运动 物理 量 的 描述 方法 ,这 是 研究 流体 运动 时 ,首先 必须 考虑 的 . 

描述 流体 物理 量 有 两 种 方法 ,一 种 是 给 每 一 流体 质点 以 一 个 不 同 的 标记 ( 例 
如 ,根据 连续 介质 假设 ,在 上 = to 时刻, 质点 在 空间 占有 一 空间 点 ,于 是 该 质点 可 
以 以 z=#6o 时 刻 的 空间 坐标 三 个 数 来 作 标记 ) ,流体 质点 的 物理 量 就 表示 为 该 标 
记 及 时 间 的 函数 . 另 一 种 是 将 流体 物理 量 表示 为 空间 点 及 时 间 的 函数 . 根据 连 
续 介 质 假设 ,流体 所 占 区 域 的 空间 点 在 某 一 时 刻 必 被 一 流体 质点 所 占有 ,因而 流 
体 在 该 空间 点 上 的 物理 量 , 实 际 上 就 是 某 一 流体 质点 在 某 一 时 刻 的 物理 量 , 这 种 
描述 法 并 不 去 追究 该 物理 量 属于 哪 一 质点 的 . 

以 下 将 详细 介绍 这 些 描 述 方法 . 

(一 ) 拉 格 朗 日 坐标 与 欧 拉 坐标 

在 流体 力学 中 通常 采用 两 种 坐标 , 即 拉 格 朗 日 坐标 与 欧 拉 坐标 ,来 表示 流体 
的 运动 . 
为 了 识别 运动 流体 中 的 一 个 质点 ,我 们 以 一 组 数 (a ,5,c) 作 为 其 标记 , 即 不 
同 的 质点 以 不 同 的 数 (a ,5,c) 表 示 , 我 们 称 这 组 数 (a ,5,c) 为 拉 格 朗 日 (La- 
grange) 坐标 或 随 体 (数组 (a， b,c) 跟 随访 质点) 坐标. 拉 格 朗 日 坐标 可 以 ( 且 常 
常 ) 以 质点 初始 时 刻 = zo 时 的 位 置 坐标 (zo ,yo ,zo) 来 表示 . 显然 ,流体 质点 不 
管 什么 时 候 运 动 到 哪里 ,其 拉 格 朗 日 坐标 并 不 因此 而 改变 . 

为 了 表示 流体 质点 在 不 同时 刻 运动 到 空间 的 一 个 位 置 ,我 们 以 一 固定 于 空 
间 的 坐标 系 的 一 组 坐标 (gi , g;, q3) 来 表示 该 位 置 ,由 于 根据 连续 性 假设 ,流体 
质点 是 连续 地 布 满 流 体 所 占 空间 的 ,因此 可 以 认为 流体 质点 与 空间 点 从 而 也 与 
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一 组 坐标 (qi , 9; ,q;) 是 一 一 对 应 的 ,我 们 称 这 组 坐标 为 欧 拉 (Euler) 坐标 或 空间 
坐标 . 欧 拉 坐标 可 以 用 直角 坐标 z,y,z 或 柱 坐 标 ,r ,9, zx 或 球 坐标 尺 ,90,X 来 
表示 . 显然 ,同一 时 刻 不 同 流体 质点 处 于 不 同 的 空间 位 置 上 因而 具有 不 同 的 空 
间 坐 标 ,它们 于 初始 时 刻 又 分 别 在 不 同 的 空间 位 置 从 而 有 不 同 的 随 体 坐标 , 因 
此 , 欧 拉 坐 标 与 拉 格 朗 日 坐标 是 既 不 同 又 有 关 的 . 

为 了 描述 和 研究 流体 质点 的 物理 量 的 函数 关系 ,可 以 采用 拉 格 朗 日 坐标 与 
欧 拉 坐标 ,并 分 别称 之 为 拉 格 朗 日 描述 及 欧 拉 描述 . 

(二 ) 拉 格 朗 日 描述 

拉 格 朗 日 描述 也 称 随 体 描述 , 它 着 眼 于 流体 质点 ,并 将 流体 质点 的 物理 量 认 
为 是 随 流体 质点 及 时 间 变 化 的 ,也 就 是 说 , 它 把 流体 质点 的 物理 量 表 示 为 拉 格 朗 
日 坐标 及 时 间 的 函数 . 设 拉 格 朗 日 坐标 为 (a ,65,c), 以 此 坐标 表示 的 流体 质点 
的 物理 量 ,如 矢 径 、 速 度 、 压 强 等 等 在 任 一 时 刻 + 的 值 , 便 可 以 写 为 a,6b,c 及 1: 
的 函数 . 

车 以 了 表示 流体 质点 的 某 一 物理 量 , 其 拉 格 朗 日 描述 的 数学 表达 是 

f= f(a,b,c,t). (1.2.1) 

例如 , 设 时 刻 上 流体 质点 的 矢 径 即 上 时 刻 流体 质点 的 位 置 以 + 表示 ,其 拉 格 朗 晶 
描述 为 


r=r(a,b,c,t) (1.2.2) 
或 Zi = xi(a,b,c,t), i = 1,2,3 
或 T= x(a,b,c,t), 


y= y(a,b,c,t), 
z= z(a,b,c,t). 
它 表 示 拉 格 朗 日 坐标 为 (a ,65,c,) 的 流体 质点 在 时 刻 上 处 于 r, 即 空间 点 (zy， 
z) 的 位 置 . 
同样 ,质点 的 速度 的 拉 格 朗 日 描述 是 
v=v(a,b;c,t). 
由 于 质点 速度 是 该 质点 矢 径 > 的 时 间 变 化 率 , 因 而 有 


i pe 2 r(a,b,c,t + At)~-r(a,b,c,t) 
i At 一 0 


Ai 
= 
(1.2.3) 
( _ 9z: -123 
用 Ui a,b,c,t)= Bi ZO 二 1,4,2, 
或 ul(a,b,c,t)= asect), 


v(a,b,c,t)= aasbs ct) 


外 
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wasbycst) = eesbsest), 


上 式 中 在 对 t 求 导数 时 ,以 (a ,5,c) 标 记 的 流体 质点 的 速度 正 是 该 质点 矢 径 的 
时 间 变 化 率 ,因而 a ,65,c 在 求 导 中 是 不 变 的 . 
质点 的 加 速度 的 拉 格 朗 日 描述 是 
a= a(a,b,c,t), 
即 类 似 地 , 它 是 该 质点 于 上 时 刻 的 速度 的 时 间 变 化 率 , 因 而 


v (a,b,c,st + At)—-v (a,b,c,t) 


a(a,b,c,t)= lim 2 


_ 9v(a,b,c,t) 
at 


= or(a,b,c,t) 
az 


9v; 
或 ee 


~ ori(asb,c,t) 
Di 
9 
或 as(a,b,c,t)= (ee 
~ Fz(a,b,c,t) 
Di ? 


9v(a,b,c,t) 
9t 


(1.2.4) 


i 2 1,2,3, 


ay(a,b,c,t)= 
= oy(0b,c,t) 
Di 3 


a.(a,b,c,t)= aw bss) 


_ Fz(a, b,c, £2) 
9z2 
同样 ,压强 p 的 拉 格 朗 日 描述 是 
= p(a,b,c,t) 
等 等 . : 
(三 ) 欧 拉 描 述 
欧 拉 描 述 也 称 空间 描述 , 它 着 眼 于 空间 点 ,认为 流体 的 物理 量 随 空 间 点 及 时 
间 而 变化 ,也 就 是 说 , 它 把 流体 物理 量 表示 为 欧 拉 坐 标 及 时 间 的 函数 . 设 欧 拉 坐 
标 为 (9; ,92,q3) ,用 欧 拉 坐 标 表 示 的 各 空间 点 上 的 流体 物理 量 如 速度 、 压 强 等 
等 ,在 任 一 时 刻 上 的 值 ,可 写 为 gj ,gz ,gs 及 t 的 函数 . 从 数学 分 析 知 道 , 当 某 时 
刻 一 个 物理 量 在 空间 中 每 一 点 上 的 值 确定 时 , 即 某 时 刻 一 个 物理 量 在 空间 的 分 
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布 一 旦 确定 ,我 们 就 说 ,该 物理 量 在 此 空间 形成 一 个 场 . 因此 , 欧 拉 描述 实际 上 
描述 了 一 个 个 物理 量 的 场 . 

应 该 指出 ,由 于 某 时 刻 在 空间 点 (q1, gq;,q3) 上 必 有 一 流体 质点 占据 ,因此 ， 
在 流体 占有 的 空间 点 上 的 物理 量 , 即 欧 拉 描 述 的 物理 量 实际 上 也 就 是 占据 该 空 
间 点 的 流体 质点 的 物理 量 . 

车 以 了 表示 流体 的 一 个 物理 量 ,其 欧 拉 描述 的 数学 表达 是 ( 设 空间 坐标 取 
用 直角 坐标 ) 


f= F(zr,y,z,t) = F(r,1). (1.2.5) 
例如 ,流体 速度 的 欧 拉 描 述 是 

v= v(zr,y,z,t) (1.2.6) 
或 vi= v(x,y,z,t), i= 1,2,3, 
或 U 一 u(xz,y,z,t), 


UV 三 v(z,y,Z,t), 
w= w(zr,y,z,t). 
它 表示 在 空间 点 (zx,y,z) 上 在 时 刻 t 的 流体 速度 . 自然 ,这 个 速度 是 某 一 流体 
质点 的 . 不 过 ,这 里 并 未 显示 出 这 一 速度 是 属于 哪个 质点 的 ,知道 的 只 是 ,在 时 
刻 上 运动 到 空间 点 (zx,y,z) 的 那个 流体 质点 有 速度 v (xz,y,z,t). 
同样 ,压强 的 欧 拉 描 述 是 
p= p(x,y,z,t) 
等 等 . 
由 于 欧 拉 描述 实际 上 提供 了 一 个 个 物理 量 的 场 ,如 速度 场 .压强 场 ,因此 运 
用 场 论 这 个 数学 工具 来 研究 流体 力学 成 为 很 自然 的 事 . 此 外 ,用 欧 拉 描 述 对 研 
究 流 体力 学 很 多 实际 问题 带 来 方便 (如 需求 作用 于 某 一 面 上 的 压强 合力 等 ,就 可 
在 该 面 上 对 压强 求 积 分 ,等 等 ), 因 此 ,在 流体 力学 中 ,空间 描述 成 为 主要 的 描述 
方法 . 
(四 ) 拉 格 朗 日 描述 与 欧 拉 描述 之 间 的 关系 
拉 格 朗 日 描述 着 眼 于 流体 质点 ,将 物理 量 视 为 随 体 坐 标 与 时 间 的 函数 ; 欧 拉 
描述 着 眼 于 空间 点 ,将 物理 量 视 为 空间 坐标 与 时 间 的 函数 . 但 它们 既然 可 以 描 
述 同一 物理 量 ,必定 互相 有 关 . 设 表达 式 f= "f(a,b,c,t) 表 示 流 体质 点 (a ,b， 
c) 在 上 时 刻 的 物理 量 ;表达 式 f= 下 (xz,y,z,t) 表 示 空间 点 (xz,y,z) 上 于 时 刻 1 
的 同一 物理 量 . 如 果 设 想 流体 质点 (a ,8,c) 恰 好 在 + 时 刻 运动 到 空间 点 (xz ,y， 
z) 上 , 则 应 有 
z= zx(a,b,c,t), 
y= y(a,b,c,t), 
z= z(a,b,c,t), 
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F(x,y,z,t) = f(a,b,c,i). (1.2.7) 
事实 上 ,将 (1.2.2) 式 代 人 (1.2.7) 式 左 端 , 即 有 
F(z,y,z;t) 
= Flzx(aybycst),y(a,b,cst),z(a,b,c,t),t] 
= f(a,b,c,t) (1.2.8) 


或 者 如 果 反 解 (1.2.2) 式 ,得 到 


二 a(z,y,z,t), 
b 三 b(zr,y,2,t), 


c= ce(zr,y,z,t). (1.2.9) 
(上 式 存在 的 条 件 是 函数 行列 式 
az 9y 3z 
da ga da 
和- 莹 客 王 (1.2.10) 
a 
dc 9c doc 
既 不 为 零 , 也 不 为 无 穷 ). 将 (1.2.9) 式 代入 (1.2.7) 式 之 右 端 ,也 应 有 
fla,b,c,t) 
fla(zxyyszst) br y, Zt), c(T,y, Zt),t] 
= F(x,y,z,t). 


由 此 , 设 已 知 拉 格 朗 晶 描述 , 则 由 r=r(a,6b,c,z) 及 f= 了 f(a,6b,c,t), 先 反 
解 + 得 (1.2.9) 式 ,将 之 代入 f= 了 (a,b,c,t), 便 可 得 到 欧 拉 描述 . 
同样 , 设 已 知 欧 拉 描 述 , v= wv (xz,y,z;t) 及 f=F(zx,y,z;t), 因 没有 式 
(1.2.2), 可 先 由 
v = dr/dt 


u(rz,y,z,t) 学， 


或 . v(xz,y,z,t) = 早 ， (1.2.11) 


w(x,y,z,t) = 企 ， 


积分 得 本 
r=r(ci,cs,c3,t) (1.2.12) 
X= zx(c1,c2sc3,t), 

或 | = y(c1,c2,c3,7), 
z = z(clycayc3yt). 
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再 由 初始 条 件 := zo 时 ,r=4=(a,5,c), 即 可 解 得 cl,c) ,ci; 依赖 于 ua ,pc 的 
表达 式 
cl = ci(a,b,c,to), 
| = cs(a,b,c,to), 
c = ca3(a,b,c,to). 
将 之 代入 (1.2.12) 便 得 
r=r(a,b,c,t) (1.2.2) 
或 r= x(a,b,c,t), 
y= y(a,b,c,t), 
z= z(a,b,c,t). 
将 此 代入 f= F(z,y,z,z), 就 可 得 f 的 拉 格 朗 日 描述 . 
(五 ) 随 体 导 数 
我 们 常常 要 求 流体 质点 的 物理 量 随 时 间 的 变化 率 ,例如 ,要 求 流体 质点 的 加 
速度 , 它 是 流体 质点 速度 随时 间 的 变化 率 . 这 种 流体 质点 物理 量 随 时 间 的 变化 
率 称 为 随 体 导 数 , 或 物质 导数 ,质点 导数 . 不 言 而 喻 , 它 意味 着 是 跟随 流体 质点 
运动 时 观测 到 的 质点 物理 量 的 时 间 变 化 率 . 
按 拉 格 朗 日 描述 ,物理 量 了 表 为 F= f(a,6b,c,t),f 的 随 体 导 数 就 是 跟随 质 
点 (a,5b,c) 的 物理 量 f 对 时 间 z 的 导数 (这 时 a ,5,c 是 不 变 的 ), 即 3 F1/az. 例 
如 :速度 v (a ,65,c,t) 是 矢 径 r(a ,b,c,t) 对 时 间 的 偏 导数 


9 
v (asbsc,t) = 人 ee， 


即 随 体 导数 就 是 偏 导数 。 加 速度 a(a ,5,c ,zt) 是 速度 v (a,65,c,t) 对 时 间 的 仿 
导数 


9 ; 
a(a,b,c,t) = ee 全， 


即 随 体 导数 就 是 偏 导 数 。 这 已 如 (1.2.3) 及 (1.2.4) 式 所 示 . 

按 欧 拉 描述 ,物理 量 f 表 为 /= 下 (xz,y,z,zt), 但 9F/3: 并 不 表示 随 体 导数 ， 
它 只 表示 物理 量 在 空间 点 (xz,y,z) 上 的 时 间 变 化 率 (了 取 自 (zx,y,z) 这 一 点 ). 
而 随 体 导数 必须 是 跟随 z 时 刻 位 于 (xz,y,z) 空 间 点 上 的 那个 流体 质点 ,其 物理 
量 f 的 时 间 变化 率 ( 这 个 f 取 自 同一 流体 质点 ,而 非 取 自 同一 空间 点 (zx, y， 
z)). 由 于 该 流体 质点 是 运动 的 , 即 zx ,y,z 是 变 的 . 车 以 a ,5,c 表示 该 流体 质 
点 的 拉 格 朗 日 坐标 , 则 z,y,z 将 依 式 (1,2.2) 式 变化 ,从 而 f= F(z,y,z,i) 的 
变化 依 连 锁 法 则 处 理 . 因此 ,物理 量 {= F(z,y,z,t) 的 随 体 导数 是 


DF(zx,y,z,t) 
Dz 
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> DF[z(a,b,cst), yasb,c,t), 2(a,b,c,t),t] 


_ a9F az ,9F 9y ,9F 9z 9F 
~ or 9t 9y > dz af of 


= (v.V)F+o=, (1.2.13) 


其 中 D/Dz 表示 随 体 导数 ,在 上 式 推导 中 已 用 了 (1.2.3) 式 . 式 (1.2.13) 表 明 , 求 
质点 物理 量 的 随 体 导 数 , 欧 拉 描 述 与 拉 格 朗 日 描述 大 不 相同 . 前 者 是 两 者 之 和 ， 
一 项 是 3F/at , 它 表示 zx;y,z 不 变 时 ,在 该 空间 点 上 的 物理 量 的 时 间 变 化 率 , 称 
为 局 部 导数 , 它 是 由 物理 量 不 定常 性 造成 的 (对 定常 场 该 项 为 零 ). 另 一 项 vw， 
VF 称 为 位 变 导 数 , 它 表示 在 非 均 匀 的 f 场 中 (有 梯度 YF), 由 空间 位 置 变 化 (有 
v ) 引 起 的 . 为 了 说 明 这 一 点 ,我们 取 时 间 间 隔 (t ,t+ Az), 在 此 At 内 ,位 于 (z， 
y,z) 处 的 流体 质点 ,将 沿 w (xz,y,z,t) 的 方向 移动 距离 近似 为 |v |Az ,由 于 在 vw 
(Zz,y,z,t) 方 向 单位 长 度 上 的 f 的 改变 量 为 (v /|v |):YF, 于 是 在 此 方向 上 ， 
在 距离 |v |Af 上 的 了 的 改变 量 即 为 |v |At((v /lv 1)*YF)=w'YFAzt, 因 此 在 
单位 时 间 内 f 的 变化 率 为 v .VF. 

显然 , 若 (1)v =0, 即 流体 静止 ; (2) f 是 均匀 场 ,这 时 VF =0( 但 下 可 随时 
间 变 化 );(3)w 沿 等 下 面 方 向 , 即 流体 质点 沿 等 下 面 运动 ,vw YF, 则 上 述 随 体 
导数 中 的 位 变 导 数 等 于 零 . 

运用 式 (1.2.13), 流 体质 点 的 加 速度 是 流体 质点 速度 v(x,y,z,t) 的 随 体 
导数 : 


.NT YT 
a(xz,y,z,t) TT Do ba) < 2 


9 9v 9z 9v 9y 9 9v 9z 9v 
ara 9y 9at Az ar 9t 


=(v.Y)wvt+ 了 2 (1.2.14) 
| _ i gu 
或 Q， 二 Dr a Vv)u+d 2 ， 
ER Ys Ed pl 
Qy = Dulzey < (oy + 宁 ， 


-Duwkzy,z: 切 _ (,. aw 
a, = Dz = (v V)+ a7: 


任何 流体 质点 物理 量 ,不 管 是 标量 还 是 矢量 ,其 随 体 导数 都 类 似 于 式 
(1.2.13) 或 (1.2.14) ,因此 就 有 公式 
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尼 = 世 +(ov)， (1.2.15) 
这 在 流体 力学 中 是 十 个 重要 的 基本 公式 . 只 要 流体 质点 的 物理 量 采用 欧 拉 描 
述 ,其 随 体 导数 即 质点 物理 量 的 时 间 变 化 率 , 就 将 采用 这 一 公式 进行 计算 . 
例 1.1 已 知 拉 格 朗 日 描述 


人 = ae, 
y= be', 
求 速度 与 加 速度 的 欧 拉 描述 。 
解 ”速度 与 加 速度 的 拉 格 朗 日 描述 为 
w= =ae, v= R=-be, 
Au 2 9v a 
az = 7 = ae, a, = r= be 
再 由 已 知 条 件 得 
a=Zzxe', b= ye. 
将 此 代 人 上 式 便 得 速度 与 加 速度 的 欧 拉 描述 : 
uUu=ae =Zz,v=-be’'=—y, 
az = ae’ = zx,a, = be’'=y. 
也 可 由 (1.2.14) 式 得 加 速度 的 欧 拉 描述 : 
_Du _ _Dv 
a = B= 7x, = 
例 1.2 设 已 知 欧 拉 描 述 
U= rz,vV=—y 


和 初始 条 件 1 =0 时 z =a,y=6, 求 速度 和 加 速度 的 拉 格 朗 日 描述 . 
解 这 时 先 由 


于 =u= zx, 外 =v=—y 

解 出 

T=cle, y= ', 
再 利用 初始 条 件 得 | 

Lo cz2 == 6b， 

因而 有 

X= ae', y= De 
代 回 已 知 关系 就 得 
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再 由 此 得 
az = 用 = ae’, a, A be . 
例 1.3 已 知 速度 的 拉 格 朗 日 表示 
一 1+2， v=2ct, w=a—-b, 
求 (1) t=1 时 流体 质点 的 分 布 规律 
(2) (a ,5,c)=(1,1,1) 这 一 质点 的 运动 规律 ; 
(3) 质点 加 速度 及 其 分 布 . 


解 (1) 由 式 
dz _ dy dz _ 
d=1+8, = 2ct， dt = b. 
积分 得 z= (1+6)t+cei, 


y= 三 ct + ces, 
z= (a — b)t + cs. 
代入 初始 条 件 上 =0 时 (z,y,z)=(a,p,c), 得 
cl 一 Qyci = b,c3 = 5. 
由 此 t=0 时 刻 质点 的 空间 坐标 为 
Z= (1+6b)t+a, 
y= ct* + 6b, (a) 
z= (a~b)t+ce. 
当 zt=1 时 ,t=0 时 位 于 (a ,5,c) 的 质点 在 
X=1+6b+a, 
y= b+ce, 
z=a~b+ic. 
(2) (a,5,c)=(1,1,1) 这 一 质点 的 运动 规律 为 
z=2t+1, y=t +1, z=1. 
(3) 质点 的 加 速度 用 (1,2,4) 式 给 出 
aqa =0, a,=2c, a,.=0, (b) 
但 要 求 加 速度 的 分 布 必须 将 上 式 转 到 欧 拉 描 述 ， 为 此 需 将 (a) 式 反 解 出 a,b,c: 
_ +2 )r tytt tt 
1+2 +,t4 


p= rty 一 志 zt 
1+13+t4 2? 
= ttttl)y+rte 
1+t3+z 
将 之 代 人 加 速度 Ee ,就 得 加 速度 的 空间 分 布 
= 0， 


2 t+ (t+ Dt +z+te] 
» 1+23+z 


多 


a 


1.3 迹 线 \ 流 线 \ 时 间 线 及 脉 线 ， 43 ， 


a,. = 0. 


建议 本 节 参 看 录像 工 一 ! 与 一 13 中 的 有 关 部 分 . 


1.3 迹 线 、 流 线 . 时 间 线 及 脉 线 


为 了 形象 地 从 几何 上 了 解 特定 流体 质点 和 整体 运动 情况 ,本 节 讨 论 迹 线 、 流 
线 \ 时 间 线 及 脉 线 . 

(一 ) 迹 线 

所 谓 流体 质点 的 迹 线 就 是 流体 质点 运动 的 轨迹 ,也 就 是 该 流体 质点 在 不 同 
时 刻 的 运动 位 置 的 联 线 . 显然 , 迹 线 的 概念 直接 与 拉 格 朗 日 描述 相 联系 ,而 且 式 
(1.2.2) 就 是 迹 线 的 参数 式 方程 . 因此 ,有 了 (1.2.2) 式 ,实际 上 也 就 得 到 了 流体 
质点 的 迹 线 . 在 例 1.1 中 矢 径 表达 式 


X= ae’, y= De， 
即 为 参数 式 迹 线 方程 ,也 可 消去 1 得 
xy = ab. 


这 是 一 条 平面 双 曲 线 , 初 始 时 位 于 (a ,5) 这 一 点 的 流体 质点 将 循 此 曲线 运动 . 

由 于 在 流体 力学 中 通常 采用 欧 拉 描述 ,例如 ,给 出 速度 = vw (xz,y,z,z)， 
这 时 ,要 得 到 迹 线 就 要 复杂 一 些 , 但 大 致 上 也 就 是 寻求 式 (1,2,12) 的 过 程 . 这 
里 ,把 (1,2,11) 式 写成 整齐 一 点 的 形式 是 


0 a dy de 
u(ZT,y,z,t) vz Yt) wr,y,z,t) = dt (1.3.1) 


通常 就 说 它 是 寻求 迹 线 的 微分 方程 , 解 之 即 可 得 到 迹 线 方程 ,其 积分 常数 由 某 时 
刻 的 质点 位 置 确定 . 
例 1.4 在 例 1.2 中 已 知 
u= zx, y=.-y, 
其 迹 线 微分 方程 为 : 
: dz _ dy. 
zr = yy 
积分 之 , 即 得 zy= ci. 车 初始 时 ,质点 位 于 空间 点 (a ,5) 上 , 则 
c1 三 ab. 得 迹 线 zy= ab. 
例 1.5 已 知 
Ws v=X-y, w= 0, 
求 其 迹 线 方程 。 
解 因 dz/dt=x 工 -2y 式 中 zx,y 都 是 t 的 函数 ,不 能 直接 积分 ,但 
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dz dz 2 dy - 工 一 2y 一 2(Zz 一 一 一 泡 
dt dz dt 4 ) ( 21 
积 分 之 ,得 


X= cICOst+ csint. 


再 由 =x 一 2y, 有 


z= C3. 
当 上 =0,(z,y,z)=(a ,pc), 所 以 
cl = a, 
0 一 20， 
c3 = C. 
代 人 得 
X=acos t+(a—2b)sint, 
-| bcos t+ (a—b)sint, 
z=c. 
上 式 即 为 所 求 迹 线 方程 。 
(二 ) 流 线 
流 线 是 用 来 描述 流 场 中 各 点 流动 方向 的 曲线 。 它 是 某 时 刻 速度 场 中 的 一 条 
矢量 线 , 即 在 线 上 任 一 点 的 切线 方向 与 该 点 在 该 时 刻 的 速度 矢量 方向 一 致 . 显 
然 , 流 线 的 概念 直接 与 欧 拉 描述 相 联系 . 为 了 寻求 流 线 方程 ,假设 在 某 时 刻 如 ， 
在 一 流 线 上 取 一 段 弧 元 素 Sr ,由 流 线 定义 ,应 有 
Sr xm=0. 
在 直角 坐标 系 中 ,这 方程 就 是 
GZ 本 6y a Sz 
zzyyyzyto) wzyyyzyth) wz,y,Z,to). 
这 就 是 to 时 刻 的 流 线 微分 方程 ,将 之 积分 即 得 to 时 刻 的 流 线 方程 . 应 注意 的 
是 ,在 上 式 积分 中 to 是 常量 ;积分 常数 由 流 线 所 经 空间 点 而 定 . 
需要 强调 , 流 线 是 指 在 某 一 时 刻 的 ,而 迹 线 是 某 一 质点 的 . 在 某 一 空间 点 
上 ,一 流体 质点 将 沿 该 时 刻 的 流 线 方向 运动 ,并 在 此 流 线 上 留 下 了 一 微 段 迹 线 ， 
但 此 后 由 于 流动 的 不 定常 性 ,速度 方向 可 能 变 了 , 原 质点 将 依 新 的 流 线 方向 运 
动 ,又 在 新 的 流 线 上 留 下 了 一 微 段 迹 线 ,如 此 继续 下 去 . 可 见 流 线 与 迹 线 一 般 是 
不 会 重合 的 . 只 是 当 在 流 线 上 留 下 一 微 段 迹 线 后 ,速度 方向 仍然 不 变 , 该 质点 仍 
依 原 流 线 方 向 运动 (例如 对 定常 运动 ,但 对 非 定 常 运动 只 要 速度 方向 仍 不 变 ) ,并 


(1.3.2) 
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继续 下 去 . 那么 , 流 线 与 迹 线 就 重合 在 一 起 . 例 1.4 是 定常 运动 , 故 流 线 方程 也 
将 与 迹 线 方向 相同 . 
例 1.6 给 定 速度 场 
MU 一 工 十 v=—-y-—ti, 
求 (1) t=1 时 过 (1,1) 点 的 质点 的 迹 线 ; 
(2) 过 (1,1) 点 的 流 线 . 
解 (1) 由 迹 线 微分 方程 
= z+ = y-: 
积分 得 
Z=cie 一 上 一 1， y= cze 一 十 工 . 


当 z=1 时 ,过 (z,y)=(1,1) 的 质点 有 


cl = 3/e, c, = e. 
最 后 得 此 质点 的 迹 线 方程 为 
T=3e lt-1, y=e 一 上 +1. 
(2) 由 流 线 方程 
-dz -_ dy 
雹 十 沁 二 
积分 得 


(z+zi)(y+z) = cl. 

过 (1,1) 空 间 点 有 
cl = (1+1)， 
故此 流 线 方程 为 
(z+it)(y+z#)= (1+z). 

若 当 上 =1 时 ,此 流 线 方程 为 

(z+1)(y+1)=4. 
由 此 例 知 , 流 线 与 迹 线 不 一 致 : 


例 1.7 试 由 ， 
u =~itr, v= t(y+1) 
求 迹 线 与 流 线 . | 
解 ” 迹 线 及 流 线 微分 方程 均 为 
dz __d 
-tr tl(y+1)' 


消去 i ,积分 得 迹 线 与 流 线 方程 
zx(y+1)= 5c. 
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本 例 为 不 定常 流动 ,但 迹 线 与 流 线 为 同一 条 曲线 . 
这 里 顺便 介绍 一 下 流 面 与 流 管 的 概念 ,这 是 流 线 概念 的 延伸 . 在 某 时 刻 , 在 


流 面 流 管 


图 1.13 流 面 与 流 管 


速度 场 中 作 一 条 非 流 线 的 曲线 ,经 该 曲线 上 每 一 点 作 流 线 , 则 这 些 流 线 在 空间 就 
形成 一 个 面 ,这 个 面 称 流 面 . 车 所 作 非 流 线 的 曲线 本 身 是 封闭 的 , 则 由 此 封闭 曲 
线 所 作 流 面 , 称 为 流 管 .〈 图 1.13). 

(三 ) 时 间 线 

时 间 线 是 某 时 刻 to 在 流 场 中 任意 取 的 一 条 线 ,该 线 上 的 每 个 流体 质点 在 
时 刻 运 动 到 新 的 位 置 上 的 连 线 , 也 常 称 流体 线 . 

很 明显 ,时间 线 与 迹 线 密切 相关 ,组 成 时 间 线 的 流体 质点 ,将 各 自 沿 该 质点 
的 迹 线 运动 ,并 于 某 一 时 刻 各 自 到 达 一 新 的 位 置 ,组 成 该 时 刻 的 时 间 线 ， 

因此 ,时 间 线 的 求法 ,可 以 利用 迹 线 的 求法 来 得 到 . 

除 时 间 线 以 外 ,还 可 以 有 时 间 面 及 时 间 体 ,这 很 容易 从 时 间 线 推广 得 到 ， 

例 1.8 设 流体 质点 依 


规律 运动 . 上 =0 时 有 流体 线 zx =a, 求 1:=1 时 的 
流体 线 。 

解 显然 流体 质点 是 在 zy = ab 曲线 上 运动 ， 
t=0 时 z=a 时 间 线 (>= 任意 ) 在 上 =1 时 已 运 
动 到 z = ae(y = bf/e), 故 该 时 时 间 线 为 工 二 ae 
(图 1.14). . 

(四 ) 脉 线 二 a 

脉 线 是 在 一 段 时 间 内 ,将 相继 经 过 某 一 空间 固 
定点 的 流体 质点 ,在 某 一 瞬时 ( 即 观察 瞬时 ) 连 成 的 
曲线 . 如 果 该 空间 固定 点 是 施放 染色 的 源 , 则 在 某 一 瞬间 即 可 观察 到 一 条 染色 . 
线 . 故 脉 线 也 称 染 色 线 . 


图 1.14 时 间 线 


1.3 迹 线 \ 流 线 \ 时 间 线 及 脉 线 
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经 过 烟头 或 燃 香 冒 出 的 烟 , 或 经 过 烟 向 冒 出 的 烟 ,都 是 脉 线 的 例子 . 在 流动 


显示 试验 中 ,染色 液 、. 烟 丝 、 氧 气泡 等 显示 的 流动 图 像 ,也 都 是 脉 线 . 


脉 线 方程 可 借助 拉 格 朗 日 方法 导出 , 设 流体 质点 (a ,5,c) 在 时 刻 tj 经 过 固 
定点 (zi yi,zl), 在 时 刻 i 到 达 空 间 点 (x,y， z), 于 是 ,应 用 拉 格 朗 日 描述 


(1.2.2) 式 有 
Xi = x(a,b,c,ti), 
上 = y(a,b,c,ti), 
z1 = z(a,b,c,ti). 
及 


X= rz(a,b,c,t), 
. = y(a,b,c,t), 
z= z(a,b,c,t). 
由 式 (1.3.3) 解 出 a ,b,c: 
a = a(xi,y1,21,t1), 
| 二 6(Zl,yiyzlytl)， 
Cc = c(ziyyliyzlyti). 
将 上 式 代入 式 (1.2.2) 有 


z= xz(a,b,c,t) 


3 Zz[a(ziy ys Tisti) ,brs yi Tist1) cris yi Z1st1),t] 


TX (zx1,Y1, Zi,t1,t), 
y= y (xi,y1, zi, t,t), 
之 二 z (x1,Y1, zit1,t). 


(1.3.3) 


(1.2.2) 


该 式 表示 ,在 不 同时 刻 ti 经 过 同一 固定 点 (zi ,yi ,zi ) 的 各 流体 质点 在 t 时 刻 的 


位 置 ,这 就 是 脉 线 方程 。 
例 1.9 设 速 度 场 为 
u= zx/lt, v=y, w=0. 
求 经 过 空间 固定 点 (zi ,yi ,zi) 在 t 时 刻 的 脉 线 方程 . 
解 ” 先 求 出 迹 线 . 由 


解 得 迹 线 为 


其 中 a ,65,c 为 fo 时刻 的 工 ,y,z. 由 上 式 解 出 a,b,c: 


i > 
re 汪 二 全 二 向 


(a) 


(b) 
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设 时 刻 , 质 点 (a ,65,c) 到 达 固 定点 (zi ,yi ,zi), 则 有 


to 
a= ri, b= ye i, c= wz. (c) 


tl 
将 (c) 式 代 人 (a) 式 ,得 


t 一 
T= TY = Ye 1 z= Zi. (d) 


这 就 是 经 过 空间 固定 点 (zi ,yi, zi) 的 各 流体 质点 (以 不 同 的 ti 代表 不 同 流体 
质点 ) ,在 时 刻 t 的 位 置 , 即 脉 线 方程 . 

取 x1=0.1, y=0.1, zi 任意 , 0.2<<t 志 1,t=1. 

由 计算 知 ,在 t=0.2 时 位 于 (0.1,0.1) 的 流体 质点 ,将 经 由 迹 线 abc ,现时 


图 1.15 例 1.9 图 


(t=1) 已 到 达 点 c, 在 t=0.4 时 位 于 (0.1,0.1) 的 流体 质点 将 经 由 迹 线 ade , 现 
已 到 达 e 点 ,在 与 =0.6 时 位 于 (0.1,0.1) 的 流体 质点 将 经 由 迹 线 afg, 现 已 到 
达 g 点 、 如 此 等 等 (图 1.15). 于 是 在 0.2<ti 之 1 的 时 段 内 ,先后 经 过 (0.1,0.1) 
这 一 固定 点 的 流体 质点 ,将 依 其 各 自 的 迹 线 , 在 t=1 时 刻 到 达 c…,e,…,g，… 
各 点 , 连 线 cegha。 即 是 经 固定 点 (0.1,0.1) 在 时 间 (0.2,1) 内 的 脉 线 . 

依 式 (d),c,e,g,h 各 点 的 位 置 分 别 是 
点 :z= 下 z= F301=0.5, 

y=ye’ =0.1e "=0.222; 
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1 
0 


y= ye 1=0.1e' "=0.182; 


1 
8 点 :z= 产 zi=560.1=0.167， 


y= ye 1=0.1e "=0.149; 
.lop1- 
hh 点 :X=iz1 F801 0.125, 


y=ye’ =0.1e "=0.122. 
由 本 例 看 出 ,一般 来 说 ,在 不 定常 运动 中 , 脉 线 、 迹 线 及 流 线 是 不 重合 的 ,而 
在 定常 运动 时 ,三 者 是 重合 的 . 


1.4 流 场 中 一 点 邻 域 的 相对 运动 分 析 


流体 的 运动 虽然 相当 复杂 ,但 取 一 微 元 体 ,分 析 其 中 的 运动 ,将 可 得 出 一 些 
规律 性 的 认识 . 
(一 ) 速度 分 解 ea 
在 时 刻 i 的 流 场 中 取 一 点 Mo(r)= Mo(z,yyz) 
邻 域 中 的 任 一 点 M(r+6r)=M(z+8z,y+8y,z+ 
5z)( 图 1.16), 设 Mo 点 的 速度 为 o (Mo), 由 泰勒 展开 
式 , 当 |6r | 为 小 量 时 , 邻 点 M 的 速度 
0 (WM)S vj 图 1.16 一 点 邻 域 的 速度 
= v (MO) + 32dz + FLdy + FLdz (1.4.1) 
或 分 量 形式 
u(M)= ul(M,) + 6u 
: dz + Fy 证 水 hz， 
v(M)= v(Mo) + 
] = v (Mo) + Fedz + G08y + Fed, 


w(M)= w(Mo) + bw 


= w(Mo)+ et 十 Gy 十 Sz. 
显然 ,Su 或 (6u ,5v,5w) 是 M 点 相对 于 Mo 点 的 相对 运动 速度 . 它 可 用 和 矩 
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阵 表示 : 
ax Qu au 
du 2 2 GZ 
9 9 
5v | = 2 32 3y | (1.4.2) 
| 
5 dy gz 
将 上 式 中 的 方 阵 分 解 为 两 个 方 阵 : 
du Qu au 于 + 加 ) 
az dy 9z 9z 2\9y 97 2\9z 97 
9 6 引 | -| 二 分: 种) 到 乞 人 名] 
9z dy 9z 2\9y 9z 9y 2 \9z y 
9w dw 9w 二 ( 雏 + 吴 |) 到 (党 并 9w 
oz 9y 9z 2\ oz 9z 2\9y 9z 之 
0 却 ( 洒 =- 活 ] 去 (里 - 宾 ) 
2\9y 9z 2\9z 9z 
Sl 0 他- 区) 
2\9x 9y 2\9z 9y 
4( 强 - 交 ) 二 ( 怠 - 强 ) 0 
2\9rx 9z 2\9y 9z 
=S+A. (1.4.3) 


上 式 等 式 右 端 第 一 个 矩阵 $ 是 对 称 的 ,第 二 个 矩阵 A 是 反对 称 的 . 
反对 称 矩 阵 4 的 九 个 分 量 中 只 有 三 个 独立 分 量 , 即 wl ,wz , ww: 


2\9y 9z 
ww= 亏 (天 - 强 )， (1.4.4) 
_ 11fovr 9u 
“= 二 (器 -全 ) 
这 三 个 分 量 恰好 构成 速度 矢量 的 旋 度 ( 差 因子 方 ): 
四 = 广 Yxu'， 
1/2u_3v) ‘1/9u_ 3 也 
(总 | | 二 | Bz 
人 -区 人 | 
ol 0 
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0 一 03 WW? Sx wW2 OZ et wady 
= 3 0 1 6y = wT ~ widz g (1.4.5) 
Ww CO1 0 Sz 


上 式 右 端 表示 是 一 个 矢量 , 且 它 等 价 于 矢量 积 


四 xbr = 去 (VX v) x or. 


widYy— wx 


(1.4.5) 式 表明 ,相对 运动 速度 hp 的 一 部 分 为 寺 (Y x o) X67. 


我 们 将 会 在 下 面 看 到 , 它 代表 的 是 流体 绕 Mo 点 的 瞬时 转动 轴 旋 转 时 ,在 
M 点 引起 的 速度 。 
矩阵 S 的 九 个 分 量 中 只 有 六 个 独立 分 量 , 它 与 Sr 之 乘积 S.5r 作为 相对 运 
动 速度 yo 之 另 一 部 分 ,我 们 也 将 在 下 面 看 到 , 它 表示 流体 变形 在 M 点 引起 的 
速度 . 
将 两 部 分 速度 代 回 原 式 (1.4.1), 有 
v(M)= v (Mo)+6v=v(M)+(A+S).or 


v (Mo) + rotv x dr + So7. (1.4.6) 
它 表示 ,M 点 的 速度 是 与 Mo 点 相同 的 平 动 速度 w (Mo)、 绕 Mo 点 转动 在 M 点 
引起 的 速度 rot v x ar 及 因 流体 变形 在 M 点 引起 的 速度 S .br 三 者 之 和 .这 


就 是 所 谓 的 交 姆 霍 兹 (Helmholtz) 速 度 分 解 定理 . 

式 (1.4.3) 式 中 矩阵 $ 及 矩阵 4 在 流体 力学 中 也 称 二 阶 张 量 ,并 以 S 及 A 
或 5; 及 As 表 示 . 根据 速度 分 解 的 意义 ,S 称 为 应 变 率 张 量 ,4 称 为 旋转 张 量 ,而 
A +S 称 为 速度 梯度 张 量 式 (1.4.3). 

由 此 看 出 ,与 刚体 比较 ,流体 在 一 点 邻 域 或 一 微 元 体内 ,流体 运动 有 与 刚体 
一 样 的 平 动 及 转动 ,另外 还 加 一 个 特有 的 变形 . 要 再 强调 的 是 , 式 (1.4.6) 在 流 
体 的 一 点 邻 域 或 在 流体 的 微 元 体内 , 才 成 立 . 由 此 可 知 ,流体 运动 比 刚体 运动 要 
复杂 得 多 . 

(二 ) 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 各 分 量 的 意义 

为 理解 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 各 分 量 的 物理 意义 ,考虑 一 些 流体 的 特殊 运 
动 . 设 流 体 微 元 为 一 正方 体 , 边 长 为 5x =6y= 6z, 图 1.17a 为 其 一 侧面 ABCD. 若 
点 A 的 速度 为 u,v(w 未 画 出 ,可 类 似 分 析 ), 则 B、C、D 各 点 的 速度 如 图 所 示 : 


9 9 
B 点 : Wy 站 二 SSzi 
并 gx 


au Ov 
品 点 : WE vt go 
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eu Br 
a ey 
v 3 6r+3 6y 


ay 
Ou Ou 
Ou + 二 6r+ 二 6 
+ 一 人 ba x yy 
[人 
一 
D 
.| 
A 
一 一 一 
u 


B 


D 


号 
| 
一 一 -Jn 


az oy 
C 
| 
w+ 2 
(a) (b) 


图 1.17 流体 元 的 几 种 运动 


C 点 : ut dx + dy, vt dz + dy; 
这 样 , 当 经 At 时 间 后 , 上述 正方 体 上 各 点 将 依 各 点 速度 运动 ,正方 体 将 产生 平 
移 、 旋 转 、 剪 切 和 膨胀 (收缩 ) 等 各 种 运动 。 由 此 可 看 出 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 中 
各 项 的 意义 。 

1. 相对 伸 长 率 (相对 伸 长 速度 ) 

首先 设 只 有 应 变 率 张 量 中 的 

2 天 0,x = u(x), 

其 他 均 为 零 . 这 样 ,经 At 时 间 后 ,ABCD 将 运动 至 A'B'C'D' ,线段 AB = 6x 将 
产生 伸 长 (图 1.17b) ,其 相对 伸 长 率 为 


(+ $87 Mt — uAt _ 


SZAt 9Z 
因此 下 表示 线段 8z 的 相对 伸 长 率 . 同 理沙 、52 也 有 类 似 的 意义 另 一 方面 ， 
由 于 8z、8y 及 3z 有 伸 长 , 则 正方 体 体积 将 膨胀 ,经 At 时 间 后 ,正方 体 体积 
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rz6y6z 已 变 为 
(zz 十 zh ) (3y 十 FdyA ) (3 十 328zAt ) a 
其 相对 体积 膨胀 率 为 


(az + FrAt (8y + S28yAt (3 323zAi - zysz 


GZz8ySxzAi 
~ 并 + 和 + 凶 =dvv. 

该 式 表 明 ,速度 散 度 为 微 元 体 体积 5x5y6z 的 相对 体积 膨胀 率 ,也 就 是 三 个 方向 
的 微 线 元 相对 伸 长 率 之 和 . 

对 于 不 可 压缩 流体 , 即 流体 体积 将 不 变 ( 不 膨胀 不 收缩 ), div w =0, 这 是 一 
个 合理 的 结果 . 

2. 角 变形 率 (速度 ) 

现 考虑 只 有 应 变 率 张 量 中 的 


这 时 ,经 At 时 间 后 , ABCD 将 运动 至 A'B'C'D’( 图 1.15c), 产 生 了 角 变 形 . 角 
一 BA4D 的 减 小 量 为 da + dB, 其 平均 角 变 形 ( 剪 切 ) 率 就 是 


9 9 
1 datdB -了 Ee , rd 
. SzAt SyAt 
1l/9v 9x 
2 起 + 让 )， 


2 
1 19 du \, 1 /9 9 1 /9 9 
于 是 广汽 + 下 ) 就 是 直角 的 平均 减 小 率 。 而 二 ( 强 + 加 ), 填 ( 号 + 强 ) 也 
有 类 似 的 意义 。 
3. 转动 角速度 
最 后 考虑 旋转 张 量 中 的 三 个 分 量 . 由 图 (1.17c) ,在 ABCD 运动 至 ABC 
D 时 ,对 角 线 AC 经 At 时 间 转 动 了 角度 
dg = y + da - 45". 
但 27y+da+dB8=90°, 从 而 
dg = 二 (da - dp)， 
其 转动 角速度 即 为 


另 两 个 量 
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1/9w _9v = 1/9u _ dw 
2 Fldy daz)“ 2\9z az 


也 有 类 似 的 意义 . 它们 三 者 一 起 组 成 了 角速度 矢量 四 , 且 有 


1 
@ 二 rtz， 


即 速度 旋 度 之 半 . 
综 上 所 述 ,可 以 看 出 ,流体 的 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 的 九 个 分 量 ,都 有 明确 


的 物理 含义 ,其 中 三 个 代表 线段 的 相对 促 长 率 (速度 ), 三 个 代表 和 角 变形 率 ( 速 
度 ) ,三 个 代表 流体 本 身 的 自转 角速度 . 另外 ,顺便 也 看 到 ,速度 散 度 div v 代表 
了 流体 体积 的 相对 膨胀 率 (速度 ). 

为 了 进一步 理解 上 述 结论 ,我 们 来 看 一 下 几 种 典型 的 流动 图 像 . 


畏 二 EE 加 


图 1.18 均匀 流动 
例 1.10 设 


U=cec, v=0, w=0, 


则 流动 如 图 1.18, 其 应 变 率 张 量 S 及 旋转 张 量 A 为 


0 0 0 0 
soa hod 
0 0 


即 流动 无 变形 ( 线 变 形 、 角 变形 ), 无 旋转 , 它 表示 一 种 均匀 流 , 微 流体 元 只 是 
平移 . . 
例 1.11 设 
u=cy, v=0, ‘w=0, 
则 流动 如 图 1.19. 其 S$ 及 A 为 ; 
0 cf/2 0 TT 0 cl2 0 
=| 0 | |- 0 01. 
0 0 0 0 0 0 
即 流 动 无 伸 长 .有 角 变 形 有 旋转 , 它 是 一 种 线性 前 切 流动 . 需要 指出 的 是 ,虽然 
流体 质点 作 的 是 直线 运动 ,但 流动 仍 处 处 有 旋 。 微 元 作 剪 切 、 旋 转 . 
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1.19 平行 剪 切 流动 


图 1.20 纯 剪 切 流 动 
例 1.12 设 


UW=cy, v=cr, w=0, 


则 流动 如 图 1.20 所 示 . 其 S 及 4 为 


0 c 0 0 0 0 
S$S= Ic 0 0/,， A4=|0 0 0|. 
0 0 0 


例 1.13 设 
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则 流动 如 图 1.21, 其 S$ 及 A 为 


c 0 0 0 0 
s- pei -oil 
0 0 


流动 有 伸 长 .无 角 变形 \ 无 旋转 , 它 是 一 种 流体 膨胀 流动 ， 微 元 作 平移 、 膨 胀 . 


图 1.22 纯 旋 转 
例 1.14 设 


u=—-cy, v= cr, w= 0, 


流动 如 图 1.22. 其 S$ 及 A 为 


0 0 0 -ce 0 
s= solar vl 
0 0 


即 流动 无 变形 有 旋转 , 它 是 一 种 纯 旋转 (刚体 运动 了 = 32 ). 的 流动 微 元 作 
旋转 贺 周 运动 . 若 流速 以 柱 坐 标 表示 ,为 


v, = 0,v = cr,v, = 0. 


这 样 表 示 时 ,其 运动 会 看 得 更 清楚 。 


y \ 
0 ss [7 


图 1.23 点 涡 运 动 
例 1.15 设 


1.5 作用 于 流体 上 的 力 " 57， 
i 


流动 图 案 如 图 1.23. 其 S$S 及 A 为 
2czy c(y — zx) 
CR yy) 
S = c(y — xz’) 2czy 
(zr +y) Cat yy) 
0 0 0 


0 0 0 
4=|00 0|， 
0 


即 流动 有 伸 长 有 角 变 形 , 但 无 旋转 . 这 是 一 种 除 原点 外 处 处 无 旋 的 流动 , 常 称 
点 涡 . 微 元 作 有 伸 长 、 剪 切 的 无 自转 的 圆 运动 . 需要 指出 的 是 ,这 种 运动 虽然 流 
体质 点 的 迹 线 为 圆 , 但 作 圆周 运动 并 不 一 定 就 有 旋 , 这 与 例 1.12 形成 鲜明 的 反 
照 . 本 流动 若 以 柱 坐标 形式 表示 速度 , 则 有 


0 


v,=0, v=—, w=0. 


这 时 很 容易 看 出 其 流动 特征 。 

例 1.16 在 例 1.12 的 速度 场 中 , 求 变形 速度 表达 式 S.6r 中 , 若 (8zx,8y， 
8z)=(9,9,0), 求 此 速度 在 (1,1,0) 及 (1, -1,0) 方 向 的 分 量 . 

解 由 例 1.12 知 ,变形 速度 


0 c Orz CQy 
Sor= ic 0 0ll8y|= jcsz|. 
0 之 0 


若 (8x ,6y,6z) 一 (6, 6,0), 则 此 速度 为 (c6， c9,0) ,其 在 (1,1,0) 方 向 的 分 量 为 
V2c6 ,在 (1, 一 1,0) 方 向 的 速度 分 量 为 零 。 


1.5 作用 于 流体 上 的 力 


本 节 讨论 作用 于 流体 上 的 力 及 其 表达 方式 . 

(一 ) 质量 力 与 表面 力 

作用 于 流体 上 的 外 力 通常 可 分 为 两 类 , 即 质量 力 与 表面 力 . 

考虑 一 体积 为 +, 界面 为 S 的 流体 ,作用 于 体积 + 内 每 一 质量 微 元 (或 质 
点 ) 上 的 力 称 为 质量 力 ,或 称 体 力 ,如 重力 \ 惯 性 力 等 都 是 质量 力 . 外 界 ( 流 体 或 
固体 ) 作 用 于 流体 表面 S 上 的 力 称 为 表面 力 ,也 称 面 力 ,如 大 气压 强 、 摩 擦 力 等 
都 是 表面 力 . 质量 力 与 表面 力 均 为 分 布 力 ,前 者 分 布 于 体积 上 . 后 者 分 布 于 面 
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积 上 . 一 般 米 说 ,它们 的 分 布 并 非 是 均匀 的 ,它们 分 别 是 空间 点 和 表面 点 与 时 间 
的 函数 。 

为 了 定量 地 描述 质量 力 ,考虑 一 体积 元 Ar, 若 其 中 流体 密度 为 p ,此 体积 元 
的 质量 为 Am = pAr. 设 某 时 刻 作用 其 上 的 质量 力 为 AF, 于 是 当 体积 元 缩小 到 
一 点 M 时 ,比值 AF,/Am 的 极限 值 


F,(M,t) = lim Ne = im (1.5.1) 
就 表示 某 时 刻 作 用 于 点 M 处 单位 质量 流体 上 的 质量 力 . 如 所 指出 ,了 一 般 是 
空间 点 及 时 间 的 函数 . 
这 样 ,作用 于 体积 元 dr 上 的 质量 力 为 
dF = pdrF,, (1.5.2) 
作用 于 整个 流体 体积 z 上 的 质量 力 为 
Jepudr. (1.5.3) 


同样 考虑 此 流体 体积 z 表面 S 上 的 一 面积 元 AS , 取 表 面 S 的 外 法 向 单位 
矢量 为 n. 设 某 时 刻 作用 于 AS 上 的 表面 力 为 Ap, 于 是 当面 积 元 AS 缩小 到 一 
点 M 时 ,比值 Ap/AS 的 极限 值 


pm = 各 起， (1.5.4) 
就 表示 以 n 为 法 向 的 单位 面积 上 的 表面 力 ( 即 应 力 ). 
这 样 ,作用 于 以 n 为 法 向 的 面积 元 dS 上 的 表面 力 为 
pdS, (1.5.5) 


而 作用 于 整个 表面 S 上 的 表面 力 为 
|mas. (1.5.6) 


Ss 

与 质量 力 一 样 ,p, 也 是 空间 点 及 时 间 的 函数 . 但 是 即使 在 同一 时 刻 同一 空 
间 点 ,p, 还 与 面积 的 取向 有 关 . 如 图 1.24 所 示 , p, 实际 上 是 某 一 时 刻 在 M 点 
以 n 为 其 法 向 的 AS 面 ,在 n 所 指 一 侧 的 流体 对 于 AS 的 另 一 侧 流体 的 作用 力 . 
显然 ,通过 M 点 可 作 无 数 个 不 同 法 向 的 面 ,在 这 些 面 上 都 有 各 自 的 表面 力 p， 
的 作用 ,而 这 些 p, 是 各 不 相同 的 . 因此 ,应 力 .p, 还 是 其 作用 处 的 面 元 的 法 向 
的 函数 . p, 这 一 符号 的 下 标 n 即 表 达 了 这 个 意思 . 这 样 ,我 们 可 以 写 p, = p， 
(M,t,n). 

还 有 两 点 需要 特别 指出 ,一 是 ,一 般 来 说 ,应 力 p, 的 方向 并 不 与 法 向 一 
致 . p, 除了 有 其 n 向 分 量 (法 向 分 量 ) pp 外 ,还 有 面 元 上 的 切 向 分 量 p,. (图 
1.24). 只 有 当 p,, =0 时 ,p, 才 与 n 向 一 致 . 二 是 ,如 图 1.24, 在 M 点 , 设 面积 
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元 AS 有 法 向 mn,AS 右 侧 流体 通过 AS 有 表面 力 p, AS ,作用 于 AS 左 侧 的 流体 ， 
同时 ,AS 左 侧 的 流体 也 通过 AS 有 表面 力 p_,AS ,作用 于 AS 右 侧 的 流体 ,于 
是 ,根据 作用 力 与 反作用 力 的 关系 有 

D_,AS =— p,AS, 
或 Pp-» =— pao (1.5.7) 
这 一 公式 在 下 面 是 有 用 的 . 


~ A [i 
-a NS) 
二 SP 
Purn 
pn 
Par 
图 1.24 应 力 p, 与 的 关系 图 1.25 四 面体 的 应 力 


(二 ) 流体 中 任 一 点 的 应 力 应力 张 量 

下 面 将 推导 应 力 p, 与 n 的 关系 ,并 引出 应 力 张 量 。 

为 研究 一 点 处 面积 元 上 的 表面 力 , 先 在 流体 中 以 M 为 顶点 作 一 微 四 面体 
(图 1.25). 设 MA =Ax,MB=Ay,MC=Az, 公 ABC 的 法 向 单位 矢量 为 n: 

n = cos(n,z)i+cos(n,y)j + cos(n,z)k 
或 简写 为 
n= noi + nyj + nek. (1.5.8) 

设 和 全 ABC 的 面积 为 AS, 于 是 人 MBC、 公 MCA、 公 MAB 的 面积 可 分 别 以 
AS,、AS,、AS, 表示 为 ， 
AS, = ASn,, 
AS, = ASn,,, (1.5.9) 
AS, = ASn,, 
“又 MABC 四 面体 体积 为 


ul 
Ar = 本 As 
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其 中 及 为 M 点 到 全 ABC 的 距离 . 如 果 四 面体 相似 地 缩小 为 一 点 , 则 hh 为 一 阶 
小 量 ,AS 为 二 阶 小 量 ,Ar 为 三 阶 小 量 . 

现 考 虑 四 面体 MABC 的 受 力 状况 . 作用 于 此 四 面体 的 外 力 有 质量 力 、 表 面 
力 及 惯性 力 . 根据 达 朗 贝尔 原理 ,这 三 种 力 及 其 力矩 应 当 平衡 . 由 于 作用 于 四 
面体 的 质量 力 及 惯性 力 与 此 四 面体 的 质量 从 而 与 此 四 面体 的 体积 Ar 成 正比 ， 
故 其 为 三 阶 小 量 , 而 作用 于 此 四 面体 的 表面 力 与 四 面体 的 表面 积 成 正比 , 故 其 为 
二 阶 小 量 . 当 此 四 面体 缩小 至 一 点 时 ,忽略 三 阶 小 量 , 则 其 表面 力 的 合力 (及 其 
力矩 ) 将 等 于 零 . 设 作 用 于 和 全 MBC、 和 人 MCA 、 人 和 MAB 及 人 ABC 各 面 上 的 表面 
力 分 别 用 p-,AS,、p-,AS,、p-:AS, 及 p,AS 表示 , 则 有 

p-:AS, + p_,AS, + p-.AS, + p,AS = 0. 
利用 (1.5.7) 式 及 (1.5.9) 式 得 


pr = Pznz + pyny + Pen. (1.5.10) 
上 式 在 直角 坐标 系 中 的 投影 是 
Prz = nzprz + nypyz + npor， 
pry = nzpzy + nypyy + nzpey, (1.5.11) 


poe = nspse + nspys + nepe 
或 将 x ,y,z 分 别 以 1,2,3 替代 ,上 式 可 写 为 
pn = nipis, i,7 = 1,2,3. 
上 式 (1.5.11) 也 可 用 和 矩阵 形式 表示 : 


pe Py pa 
[pz pr Pr] = [n: 1, "| py (1.5.12) 
ps ps pa 
现 将 上 式 写 为 
p+:=n'P, 

Db Da 
其 中 P=|p,. py py 
| pe ps ‘Pe 


称 为 应 力 张 量 ，p,。, pp 为 法 向 应 力 分 量 ,其 余 六 个 po, ps, ps pos pe， 
办 为 切 向 应 力 分 量 (图 1.26). 注意 ,在 上 述 表示 式 中 ,应 力 张 量 各 分 量 的 两 个 
下 标 中 ,第 一 个 下 标 ( 见 (1.5.11) 式 ) 表 示 该 应 力作 用 面 的 法 线 方向 ;第 二 个 下 标 
表示 该 应 力 的 投影 方向 ,例如 户 表示 , 它 是 作用 于 外 法 向 为 x 轴 正 向 的 面积 元 
上 的 应 力 p, 在 y 轴 上 的 投影 分 量 . 

正如 式 (1.5.10) 见 到 的 ,该 式 表达 了 表面 力 p, 与 表面 外 法 向 单位 矢量 的 


1.5 作用 于 流体 上 的 力 . 61 ， 


关系 ,而 (1.5.12) 式 除了 表达 p, 与 n 的 关系 外 ,还 引入 了 一 个 应 力 张 量 , 且 应 力 
张 量 [P] 不 再 与 xn 有 关 , 并 只 与 空间 点 位 置 与 时 间 有 关 . 由 九 个 分 量 组 成 的 这 
个 应 力 张 量 完全 表达 了 给 定点 M 及 给 定时 刻 的 应 力 状态 . 一 旦 该 时 刻 在 该 处 
的 面积 元 从 而 其 外 法 向 单位 矢量 n 确定 后 , 则 该 面积 元 上 的 应 力 P,， 就 随 之 而 
定 :p, =n*[P(M,z)]. [P(M,:)] 不 再 与 n 有 关 , 它 只 是 空间 点 M 及 时 间 1; 
有 关 。 

自然 ,应 力 张 量 各 分 量 p,, , p,, 等 与 坐标 系 的 选择 有 关 , 但 正如 矢量 的 分 量 
也 与 坐标 系 的 选取 有 关 , 矢 量 本 身 与 坐标 系 的 选取 无 关 一 样 ， ,应 力 张 量 也 不 依赖 
于 坐标 系 的 选取 ,它们 只 是 时 间 及 空间 点 的 函数 ， 


图 1.26 应 力 张 量 各 分 量 图 1.27 
例 1.17 设 流 体 中 的 应 力 张 量 由 下 式 给 出 ， 
-p+ 0gz 0 0 
P= | 0 — p+ pgz 0 ) 
0 0 — p+ Cgz 


其 中 p,p,g 为 常数 , 即 给 出 各 空间 点 上 的 应 力 分 量 只 是 法 向 分 量 , 且 是 一 种 静 
压力 。 若 图 1.27 中 ABCDEFGH 为 一 长 方形 流体 , 求 

(1) 长 方 体 六 个 面 上 的 应 力 分 布 ; 

(2) 求 作用 于 z=0 及 z=0 面 上 的 合力 . 

解 (1) 利 用 公式 (1.5. 12) 可 求 出 各 面 上 的 应 应 力 ,注意 各 个 面 的 单位 法 向 量 
的 表达 。 


在 ADHE 面 ， 

下 一 (一 i (p - pgz ,0,0), 
在 BCGF 面 ， ” 

n= (1,0,0),p: =n:P=(-p+ pgz,0,0), 
在 BAEF 面 ， 


n= (0， 1,0),p-, =n.:P= (0,p — pgz ,0), 
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在 CDHG 面 ， 

n= (0,1,0),p, = n°: P= (0,- p+ pgz,0), 
在 BCDA 面 , 该 面 z=0， 

n= (0,0,—1),p.. =n*:P = (0,0,p), 

在 FGHE 面 ,该 面 xz=c， 

n= (0,0,1),p. = n‘:P= (0,0,— p+ pgc), 
(2) 在 z=0 面 上 ， 

F..o = |p-edA = pabes. 

在 zx=0 面 上 ， 


F,-0= |p-sdA = | = pgz)eidA 
= (pbc 一 pe| 2bdz)e 


= (pbc gb’ )e. 
例 1.18 流体 内 某 处 的 应 力 张 量 的 分 量 可 以 表示 成 矩阵 


1 2 
P= |1 2 0 
2 0 1 


试问 作用 于 平面 z+3y + z=1 外 侧 (离开 原点 的 一 侧 ) 上 的 应 力 矢 量 是 什么 ? 
这 个 平面 上 应 力 向 量 的 法 向 和 切 向 分 量 是 什么 ? 
解 ” 对 平面 z+3y+ z=1 外 侧 的 法 向 单位 矢量 为 
1 -1 


= i+3j+k)-= 
和 1 人 v1l 


(i + 37 + k), 
V1l+3:+ 7 


| 0 1 2 
,=n:P=——[l 3 1]I1 2 0 
P， =n zt 3 1] 2 


_1 ， 
而 7. 3]. 

该 应 力 矢量 在 平面 z+3y+ z=1 的 法 向 上 的 分 量 为 
_1| 
v11l 


3 | 上 _29 
全 下 (5+ 21+3) = 


于 于 
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又 设 应 力 矢量 p, 的 切 向 分 量 为 , 则 
| ps |= V prs + pa, 


故 
83 /29\ 6V2 
We =Vip. Tp = ( 欠 ) = 于 
(三 ) 应 力 张 量 的 对 称 性 
可 以 证 明 ,应 力 张 量 是 对 称 的 , 即 应 力 张 量 的 分 量 


pbs = pi: 
由 前 ,作用 于 四 面体 MABC 上 的 表面 力 的 合力 矩 等 于 零 。 设 各 面 上 的 力 对 
M 点 取 矩 ,由 于 分 别 作用 于 面 MBC、 MCA 、MAB 及 ABC 上 的 面 力 p_,、p.，、 
p-:、P, 被 认为 是 均匀 分 布 的 . 其 作用 点 应 取 在 各 表面 的 重心 G1、Gs、G; 及 G 
处 (图 1.28). 而 G1、G;、G3 又 分 别 是 G 点 在 三 个 坐标 面 的 投影 。 设 MO = ， 
MO =r,, MO =r,,MC=r. 


图 1.28 应 力 及 作用 点 


则 由 合力 矩 为 零 应 有 
rxX pAS+r XxX pAS, +r, xp AS,+rsXxp-AS. =0， 
利用 式 (1.5.7) 及 (1.5.9) 得 
rxXp, = riX pn + rz X pn, + rs X pn. (1.5.13) 


又 由 式 (1.5.10) 有 


rxp,=rXpn trX pn,t+r xX pn,. (1.5.14) 
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上 两 式 相 减 有 
(rr) Xpnt+(r-r) Xpn,+(r-r) x pn = 0. 
(1.5.15) 
因 
r-ri= zxi, r-r 一 好 7r 一 r3 一 次， (1.5.16) 
其 中 zz,y,z 为 r= MC 的 分 量 ,将 (1.5.16) 式 代入 (1.5.15) 式 得 
ZI X pi + my Xp, + znk Xp = 0. (1.5.17) 


又 因 平面 G1GsGs 与 平面 ABC 平行 ,所 以 n 也 是 GiG2Gs 平面 的 法 线 . 另 由 
图 1.28 还 有 

zi-y= G0, Wy-wk= G0, Kk-x= G0. 
利用 上 式 及 (1.5.16) 式 得 


ri"n=r,*R=rr;3°*n (1.5.18) 
或 My 十 ns = ns 十 Tnz = Tnz 十 mn, 
或 Th; = Yn, = Zn,, (1.5.19) 


从 而 式 (1.5.17) 变 为 
ixp:+jXp,+kxp:=0 


或 
i X (prait poyj + pak)+jX (pyit pyj + pek) 
t+kx(poaitposjt+ pak)=0 
或 
k(ps — pz) +j(ps ~ pa)+il(ps ~ ps)=0. 
最 后 得 


Po = Pr, pr = Pr, pr = ps (1.5.20) 
这 就 证 明了 ,应 力 张 量 是 对 称 的 : 即 p; = p;. 它 的 九 个 分 量 ,只 有 六 个 是 独立 
的 . i 
(四 ) 静止 流体 与 无 粘性 流体 的 应 力 张 量 
1. 静止 流体 的 应 力 张 量 
1.1 节 已 经 指出 ， 静止 流体 是 不 能 承受 切 向 力 的 ， (否则 就 将 不 停 地 运动 )， 
故 对 静止 流体 必 有 切 向 力 为 零 . 由 (1.5.11) 式 及 p, 得 


Prr = Nzpr:, 
= nypy,» (1.5.21) 
Pr = np , 
PD» = Pah. . (1.5.22) 
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(1.5.22) 式 写成 分 量 形式 即 
Prz = prniz, 
| = prn7ly (1.5.23) 
Pre = Pmns. 
比较 (1.5.23) 及 (1.5.21) 得 
pz = py = pe = prm. (1.5.24) 
现 令 如 = pp, 其 中 负 号 表示 在 表面 力 p, = pn = 一 pn 作用 下 ,流体 受 压 
(一 n 向 ), 故 p 称 压强 . 这 样 ,应 力 张 量 


1 0 0 
P -lh 1 0|=- pl, (1.5.25) 
0 1 
其 中 工 为 三 阶 单位 矩阵 ,或 二 阶 单位 张 量 . 上 式 也 可 写 为 
py =— pos, 
其 中 6; 为 
好 过 = J， 


0,i1 关 J. 
2. 无 粘性 流体 的 应 力 张 量 

1.1 节 也 已 指出 ,实际 流体 都 是 有 粘性 的 ,但 若 粘 度 系数 或 流 场 中 速度 梯 
度 很 小 以 致 流体 的 粘性 ( 切 向 ) 应 力 很 小 时 ,可 以 近似 地 把 粘性 应 力 取 为 零 , 这 种 
虚构 的 流体 ,通常 称 为 无 粘性 流体 . 由 于 无 粘性 流体 p,, =0, 故 上 述 静 止 流体 的 
结论 同样 成 立 , 即 


了 ,二 一 pn 
或 ps =— z05 


1.6 应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 之 问 的 关系 一 本 构 方程 


广义 地 讲 , 反 映 物质 物理 性 质 之 间 的 关系 式 ,统称 为 本 构 方程 在 流体 力学 
中 ,本 构 方程 一 般 专 指 应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 之 间 的 关系 ,相当 于 固体 力学 中 应 
力 张 量 与 应 变 张 量 之 间 的 关系 , 即 广义 虎 克 定律 . 

1.1 节 已 指出 ,牛顿 对 最 简单 的 流体 运动 得 出 实验 定律 :两 层 流体 间 的 切 向 
应 力 与 其 速度 梯度 成 正比 : 


r= pe (1.6.1) 
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其 中 jy 为 粘度 系数 . 这 是 最 简单 的 应 力 张 量 分 量 p,, 与 应 变 率 张 量 分 量 9u/9y 
之 间 的 关系 。 要 得 到 一 般 形式 的 应 力 张 量 P 与 应 变 率 张 量 S 之 间 的 关系 ,必须 


采用 理论 推演 方法 . 1848 年 ,斯 托 克 斯 首先 研究 这 一 问题 ,他 假设 
(1) 应 力 张 量 是 应 变 率 张 量 的 线性 函数 ; 
(2) 流体 是 各 向 同性 的 ,也 就 是 说 流体 的 性 质 与 方向 无 关 ; 


(3) 当 流 体 静 止 时 ,应 变 率 为 零 , 流 体 中 的 应 力 就 是 流体 的 静 压 强 . 


由 假设 (1) ,应 力 张 量 可 写 为 
P=as+o6I 
其 中 $ 由 式 (1.4.3) 表 示 , 了 为 二 阶 单位 张 量 ,a 及 5 为 标量 常量 . 
依 式 (1.6.1), 可 写 为 
pr= 人 并 = 2/Sb， 


于 是 ,比较 (1.6.2) 式 与 (1.6.3) 式 , 需 有 
a = 21. 
又 由 (1.6.2) 式 


9 
pu= 6 + 6b, 
9 
p2 = 2 也 + 6b, 
pa = 2 汪 十 0. 
将 以 上 三 式 相 加 ,得 
9 9 
pu + p2 + p= 24 (六 + + )+ 365 
= 2yY: v+36, 
因而 


b = (pn + pa + p33):— 学 Y. v0. 
将 上 式 代入 (1.6.2) 式 
P= 2HS + 和 rmt 押 )- 霹 9 v 


考虑 到 假设 (3), 有 
P=-pl 


比较 (1. 6. 6) 及 (1.6.7) 式 ， 可 见 志 (pu + pw + pa) 应 包含 ~ p 这 一 


(1.6.2) 


(1.6.3) 


(1.6.4) 


(1.6.5) 


(1.6.6) 


(1.6.7) 


项 ， 而 且 由 


于 pu + pu + pw 是 应 y 力 张 量 的 一 个 不 变量 ,根据 各 向 同性 的 假设 , 它 也 应 与 应 


变 率 张 量 的 不 变量 S11 本 S22 十 533 =div vv 有 关 , 故 有 


1.6 应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 之 间 的 关系 一 一 本 构 方 程 ”67 ， 


(pu + po + pss) =-p+y divv, (1.6.8) 
其 中 为 一 系数 . 
将 (1.6.8) 式 代入 (1.6.6) 式 ,得 
P=2pS+1- p+(p -$n)div voll. (1.6.9) 
若 取 
A -4 = 4， 
则 上 式 为 
P=2us+|{-p+Adivvi}I. (1.6.10) 
写成 分 量 形式 是 
pu =— p+ 2p 2 +Adivv, 
pa i 
ps = 一 户 +27 352 + hdivm ， 
9 9 
Pr = pz = ER 
9w Av 
p23 = pz = 4 到 + 并:)， 
9v Ov 
Pa = pr = 4( 盔 下 
这 就 是 广义 牛顿 应 力 公式 . 
广义 牛顿 应 力 公式 与 无 粘性 流体 应 力 公 式 
P=-pI 


相 比 较 ,粘性 对 运动 流体 产生 了 切 向 力 ， 还 使 法 应 力 有 了 改变 . 而 且 一 般 来 说 ， 
在 三 个 正 交 面 上 的 法 应 力 并 不 相等 , 即 puspa,pss 各 异 。 
为 了 了 解 4 的 意义 , 现 定义 一 个 力学 压强 p,, : 
Pm =- 寺 (pu + po + 力 33 ) (1.6.11) 
于 是 由 式 (1.6.8) | 
pn=p-ydivv= p-(X+ 竺 )dvo. 
这 样 ,对 静止 流体 或 无 粘性 流体 ,有 


pn = P=- pu =— py =— pa: 
这 里 p 即 为 热力 学 “压强 ”. 对 不 可 压缩 流体 , 因 div v =0， 
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Pn=p 
即 力学 压强 等 于 热力 学 压强 . 且 在 应 力 张 量 的 表达 式 (1.6.10) 中 ,4 并 不 出 现 . 
对 可 压缩 流体 ,div v 夭 0 ,流体 会 发 生 膨胀 或 压缩 ,这 时 力学 压强 不 等 于 热 
力学 压强 . 且 4 出 现在 应 力 张 量 与 div w 有 关 的 项 中 . 
由 此 可 见 ,4 可 称 为 体 膨胀 粘度 系数 ,有 时 也 称 第 二 粘度 系数 . 体 膨胀 粘度 
的 微观 机 理 与 体积 变化 时 的 能 量 耗 散 机 制 有 关 . 


由 于 对 大 多 数 流 体 div v 并 不 很 大 ,斯 托 克 斯 曾 假设 


=4+ 健 =0， 


或 2 =- 学 ， (1.6.12) 
这 样 便 对 所 有 流体 有 

人 a 2 (1.6.13) 
或 pu=- p+2pF + hdivu， 


pa=— p+2p 和 + hdivu， 


力 33 三 一 p+2p FE + hdiv， 


9vi 9z2 
pr= pz = A( 苇 + 于 )， 

9vy, 9v3 
pss= py = 4( 半 + 至 ) 

Gv3 9Qv1 
pa= ps = 4( 于 + 于 ) 


这 样 ,在 应 力 张 量 的 各 分 量 中 就 只 出 现 一 个 粘度 系数 y, 对 一 般 的 粘性 流体 运 
动 ,本 构 方程 就 采用 式 (1.6.13)， 但 如 果 流 体 的 体 肛 张 率 很 大 ， 这 时 》 就 要 保留 
在 广义 牛顿 应 力 公式 中 . 

综 上 所 述 ,应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 之 间 的 关系 , 即 本 构 方程, 是 在 牛顿 粘性 
定律 的 基础 上 ,引入 了 斯 托 克 斯 的 三 个 假设 ,得 出 了 广义 牛顿 定律 (1. 6.10) 或 
(1.6.13). 此 定律 对 多 数 流体 是 适用 的 . 在 一 般 工程 问题 范围 内 也 是 正确 的 . 
我 们 把 满足 广义 牛顿 定律 的 流体 ,统称 为 牛顿 流体 . 否则 就 称 非 牛顿 流体 . 


小 结 


流体 包括 气体 和 液体 . 流体 的 特点 是 易 流动 性 . 流体 的 宏观 特性 包括 压缩 


”实验 中 的 发 现 ”69 ， 


性 \ 粘 性 .导热 性 .扩散 性 及 表面 张力 性 质 等 . 它们 对 流体 的 运动 都 有 影响 流 
体 的 这 些 宏观 性 质 可 用 微观 理论 来 解释 . 

连续 介质 假设 是 对 流体 的 最 基本 的 假设 ,如 同 质点 、 刚 体 一 样 ， 连续 介质 是 
一 种 宏观 的 物质 模型 ; 

流体 力学 物理 量 有 两 种 描述 方法 ,着眼 于 质点 的 是 拉 格 朗 日 方法 ,着 眼 于 空 
间 点 的 是 欧 拉 方法 ; 

物理 量 的 随 体 导数 是 跟随 流体 运动 时 流体 物理 量 的 时 间 变化 率 ; 

迹 线 \、 流 线 \ 时 间 线 及 脉 线 是 对 流体 运动 的 几何 描述 ; 

流体 运动 在 一 个 局 部 微 元 范围 内 可 认为 是 平 动 .旋转 及 变形 所 组 成 . 流体 
的 变形 用 应 变 率 张 量 描述 ;作用 于 流体 上 的 力 有 质量 力 及 表面 力 ,表面 力 不 仅 是 
空间 点 及 时 间 的 函数 ,还 与 表面 所 取 方 向 有 关 . 应 力 张 量 完全 描述 了 一 点 的 应 
力 状态 , 它 是 对 称 的 ; 

本 构 方程 反映 了 应 应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 之 间 的 关系 . 


实验 中 的 发 现 


(一 ) 流体 的 可 压缩 性 

1657 年 K. 肖 特 (1608 一 1666) 在 他 的 《液体 与 气体 动力 学 ) 一 书 中 介绍 了 
O.von. 格 里 凯 (1602 一 1686) 发 明 的 抽 气 泵 和 它 的 应 用 情况 ,这 些 信息 引起 了 
R. 波 义 耳 (1627 一 1691) 的 极 大 兴趣 ,并 激励 着 他 去 设计 和 制造 同样 的 装置 和 利 
用 它 进行 了 大 量 有 关 大 气压 强 与 稀薄 空气 的 实验 . 

在 利用 抽 气 泵 进行 实验 的 过 程 中 , 波 义 耳 领 司 到 空气 具有 “弹性 ”, 并 试图 用 
实验 来 证 明 这 一 点 。 于 是 他 用 一 只 羊 的 膀胱 . 充 人 部 分 空气 后 ,将 细 颈 处 牢 牢 
扎 紧 , 放 入 抽 气 泵 的 容器 中 , 随 着 容器 内 的 空气 减少 ,膀胱 逐渐 膨胀 起 来 。 当 空 
气 重新 进入 容器 时 ,膀胱 又 逐渐 恢复 原状 ,这 表明 封闭 在 膀胱 中 的 空气 是 有 “ 弹 
性 "的 . 为 了 充分 说 明 这 一 事实 ,他 还 做 了 其 它 许多 实验 ,例如 将 膀胱 中 的 空气 
全 部 抽 光 并 将 细 颈 处 扎 紧 ,或 将 膀胱 中 充 人 少量 空气 ,但 不 将 细 颈 处 扎 紧 , 重 做 
实验 , 均 未 见 有 上 述 现象 出 现 . 又 如 将 膀胱 充 人 适量 空气 , 扎 紧 细 颈 处 , 放 和 人 容 
器 中 , 当 容 器 被 抽空 至 一 定 程度 时 ,膀胱 就 会 发 生 爆 裂 等 。 

1660 年 波 义 耳 将 这 些 结果 发 表 在 他 的 《关于 空气 弹性 的 新 物理 - 力学 实 
验 》 一 书 中 ,他 的 朋友 R. 托 康利 阅读 此 书后 提出 一 个 假说 , 即 被 密封 空气 的 体积 
与 压强 互 成 反比 ,为 了 证 明 这 一 假说 , 波 义 耳 于 1661 年 9 月 11 日 又 进 了 下 述 
实验 . 

用 一 支 U 形 管 ,使 其 两 肢 的 长 度 有 较 大 差距 ,封闭 短 肢 的 一 端 ,让 长 肢 的 一 
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端 散 开 ,两 肢 上 均 贴 有 画 上 刻度 的 纸 条 ,刻度 为 每 英寸 一 格 ,每 格 又 分 为 八 等 份 ， 
并 使 刻度 的 起 点 位 于 同一 水 平面 上 ,然后 ,从 长 肢 开 口 端 注 和 水银 ,直至 两 肢 中 
的 水 银 面 正好 达到 刻度 的 起 点 ,这 时 短 肢 上 方 为 空气 , 记 下 其 体积 ,继续 从 长 肢 
开口 端 注入 水 银 ,使 水 银 对 短 肢 中 的 空气 增加 压强 ,于 是 空气 的 密度 增加 ,体积 
减 小 ,如 此 继续 不 断 注 和 水银 ,直至 短 肢 中 的 空气 体积 减少 至 原 体积 的 一 半 时 ， 
长 肢 中 的 水 银 面 约 较 短 肢 中 的 高 29 英寸 ,这 就 证 实 了 假说 的 正确 性 。 也 表明 了 
加 在 长 股 中 的 水 银 柱 越 高 ,空气 的 抵抗 力 与 (恢复 ) 膨 胀 力也 越 大 ,正如 下 . 托 里 
拆 里 (1608 一 1647) 所 说 的 ,对 同样 体积 的 空气 , 当 密 度 增加 至 原来 的 二 倍 时 ,其 
弹力 也 将 增 至 原来 的 二 倍 . 波 义 耳 继续 注入 水 银 ,直至 短 肢 中 的 空气 受 压 过 大 ， 
以 致 玻璃 破裂 。 他 又 改 用 一 支 形状 相同 ,但 长 肢 很 长 的 U 形 管 来 继续 进行 实 
验 ,由 于 肢 管 太 长 无 法 在 室内 安装 ,他 就 把 它 靠 挂 在 屋外 的 墙壁 上 ,一 人 站 在 梯 
子 上 灌注 水 银 和 观察 长 肢 中 的 水 银 面 高 度 , 另 一 人 留 在 地 面 观察 空气 体积 和 指 
导 灌 注水 银 。 实 验 范围 是 1-4 个 大 气压 ,这 样 就 取得 了 大 量 数据 ,他 把 实验 结 
果 与 根据 假说 的 计算 结果 进行 比较 ,获得 相当 好 的 一 致 . 

他 还 对 低 于 一 个 大 气压 的 情况 也 进行 了 实验 ,他 用 一 根 两 端 开口 的 长 玻璃 
管 , 上 面 贴 有 与 上 述 相同 的 刻度 纸 条 ,开始 时 把 管子 插 和 水银 中 ,只 留 一 格 露 在 
外 面 ,然后 用 石 螨 把 这 一 格 充满 堵 死 , 待 管子 冷却 后 ,逐渐 把 它 从 水 银 中 提起 来 ， 
同时 ,在 每 一 位 置 处 , 记 下 水 银 柱 与 空气 柱 的 高 度 , 直 到 空气 柱 的 高 度 膨胀 至 32 
英寸 为 止 ,最 后 将 这 些 实验 值 和 假说 值 作 比较 发 现 惊 人 的 一 致 . 在 这 些 实验 的 
基础 上 ,1662 年 波 义 耳 提出 了 后 人 以 他 的 名 字 命 名 的 气体 定律 . 它 的 函 义 是 在 
恒定 的 温度 下 ,气体 的 压强 与 其 体积 的 乘积 为 一 常数 。 

波 义 耳 也 曾 指出 , 当 他 知道 托 康利 的 假说 以 后 , 曾 把 此 事 告 诉 他 的 朋友 
R. 胡 克 (1638 一 1703), 胡 克 说 1660 年 他 也 做 过 稀薄 空气 的 实验 ,结果 与 假说 相 
一 致 . 1665 年 胡 克 在 他 的 《 显 微 术 ) 一 书 中 发 表 了 对 这 些 实验 的 说 明 , 结 论 是 他 
所 做 的 实验 ,或 是 在 波 义 耳 告诉 他 托 康利 的 假说 以 后 他 重复 做 的 实验 均 表 明 空 
气 的 弹力 和 它 的 膨胀 成 反比 ,或 者 至 少 非常 接近 于 反比 ”. 可 见 , 胡 克 与 托 康利 
对 波 义 耳 定 律 的 贡献 也 是 很 大 的 。 1 

波 义 耳 在 实验 过 程 中 还 发 现 ， 一 定 体积 的 封闭 空气 加 热 以 后 会 使 压强 增高 ， 
但 他 未 作 进一步 的 研究 . 直到 1802 年 J.L. G: 吕 萨 克 (1778 一 1850) 继 HH. B. 德 
索 热 尔 (1740 一 1799), J. 普 里 斯 特 利 (1733 一 1804) 和 L. B. B. G. de ' 莫 尔 瓦 
(1737- 1816) 等 人 的 实验 研究 之 后 , 才 成 功 地 将 波 义 耳 定 律 扩充 为 包括 温度 的 
情况 , 即 现 称 的 完全 气体 定律 或 状态 方程 . 

至 于 液体 的 压缩 性 问题 , 1761 年 J]. 坎 顿 (1718 - 1772) , 1819 年 珀 金 斯， 
1823 年 H. C. 奥 斯 特 (1777 一 1851) , 1829 年 ]. D. 卡拉 屯 (1802 一 1892 ) 和 
J.C.F. 斯 特 姆 (1803 一 1855) 等 人 均 进 行 过 实验 研究 . 他 们 的 共同 结论 是 :在 党 
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温 常 压 下 ,一般 液体 的 压缩 性 都 非常 小 ,但 在 高 温 高 压 下 ,特别 是 高 压 下 也 可 能 
达到 很 可 观 的 程度 . 


1.1 流体 的 运动 用 


b+ec -有 一 CC 
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X=a, y=e 
表示 , 求 速度 的 拉 格 朗 日 描述 与 欧 拉 描述 . 
1.2 一 速度 场 用 


ee 9 _ 27 ~ _3z 
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描述 ， 

(1) 求 其 加 速度 的 欧 拉 描述 ; 

(2) 先 求 矢 径 表示 式 r=r(a,b6,c,z), 再 由 此 求 加 速度 的 拉 格 朗 日 描述 ; 

(3) 求 流 线 及 迹 线 . 

1.3 速度 场 由 

v= (rt, zz ) 

给 出 , 当 t=1 时 求 质点 P(1,3,2) 的 速度 及 加 速度 . 

1.4 速度 场 由 

v= (art+z,pBy— £,0) 

给 出 , 求 速度 及 加 速度 的 拉 格 朗 日 表示 . 

1.5 已 知 质点 的 位 置 表示 如 下 : 

r=a, y=6b+a(e’*— 1), z=ct+a(le”—1) 

求 :(1) 速度 的 欧 拉 表示 ; 

(2) 加 速度 的 欧 拉 表 示 及 拉 格 朗 日 表示 ,并 分 别 求 (z,y,z)=(1,0,0) 及 (a,6,c) =(1,0,0) 
的 值 ; 

(3) 过 点 (1,1,1) 的 流 线 及 上 =0 时 在 (ae,p,c)=(1,1,1) 这 一 质点 的 迹 线 ; 

(4) 散 度 、 旋 度 及 涡 线 ; | 

(5) 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 . 

1.6 设 速度 场 为 

u=—-ky, v=k(r-at), w=0, 

其 中 上 与 a 为 常数 , 求 本 

(1) 上 时 刻 的 流 线 方程 及 :=0 时 在 (a,5,c) 处 的 流体 质点 的 迹 线 ; 

(2) 速度 的 拉 格 朗 日 表示 式 ; 

(3) 加 速度 的 拉 格 朗 日 表示 式 ，; 

(4) 求 散 度 、 旋 度 及 涡 线 ; 
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(5) 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 . 
*1.7 设 w=xz+3y,v= 二 一 工 -yy 也 =0, 求 速度 的 拉 格 朗 日 描述 及 欧 拉 加 速度 表示 。 
1.8 已 知 拉 格 朗 日 描述 为 


(1) 间 运 动 是 否定 常 ,是 否 不 可 压 流体 ,是 否 无 旋 流 场 

(2) 求 上 =1 时 在 (1,1,1) 点 的 加 速度 。 

(3) 求 过 点 (1,1,1) 的 流 线 。 

1.9 已 知 u=xz+1,v=x,w=0, 求 

(1) 速度 的 拉 格 朗 日 描述 ; 

(2) 质点 加 速度 ; 

(3) 散 度 及 旋 度 ;运动 是 否 有 旋 ; 流 体 是 否 不 可 压 ; 

(4) 迹 线 及 流 线 . 

1.10 已 知 w=x, v=zt, w=0, 求 

(1) 加 速度 场 及 t=1 时 在 z=1,y=1 处 的 值 ; 

(2) 迹 线 及 流 线 及 经 (0,1,0) 处 的 流 线 和 t=1 时 在 (1,0,0) 处 的 迹 线 ; 
(3) 散 度 及 旋 度 ; 

(4) 速度 的 拉 格 朗 日 描述 ; 

1.11 已 知 w=(a-1l)e+1, v=1-(b+1)e ',w=0, 求 

(1) 加 速度 场 及 t=1 时 在 z=1,y=1 处 的 值 ; 

(2) 迹 线 及 流 线 及 经 (0,1,0) 处 的 流 线 和 t=1 时 在 (1,0,0) 处 的 迹 线 ; 
(3) 散 度 及 旋 度 。 
* 1.12 试 写 出 在 柱 坐 标 和 球 坐 标 系 中 用 欧 拉 描 述 法 表示 的 流 线 及 迹 线 的 微分 方程 . 
1.13 求 速度 场 


的 柱 坐 标 形式 ,由 此 写 出 迹 线 及 流 线 方程 . 式 中 c 为 常数 . 
1.14 给 出 速度 场 为 


试 重复 上 题 . 2 
“1.15 已 知 


画 出 迹 线 及 流 线 . 
1.16 已 知 一 速度 场 为 . 
u = 4z—-3y,v = 3rz,w =—4z, 


试问 此 流体 是 否 为 刚体 运动 ,证明 
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二 xr. 
vo Frotv 


“1.17 对 速度 场 
u = 3z?yy v= 2y'z, w = zy, 


求 在 点 M(1,1,1) 沿 单位 矢量 
= 计 (3,0, -4) 


方向 的 伸 长 速率 及 两 正 交 方向 
oo 1 . al 
8 三 5(3,0, 4) 及 和 5(4,0,3) 
之 间 的 剪 切 速率 。 
1.18 设 


u=v=0,w= ba -zy), 
求 应 变 率 张 量 及 旋转 张 量 . 
”1.19 当 应 变 率 张 量 各 分 量 均 为 常数 时 ,证 明 , 在 平面 上 或 在 直线 上 的 质点 ,于 变形 后 仍 
在 相应 的 某 一 平面 或 直线 上 . 
1.20 已 知 密度 场 为 p=xz+ ysint 且 
T=a+t, y=6b6+t, z=0, 
求 密度 的 拉 格 朗 日 描述 及 其 随 体 导数 . 
1.21 车 
X=ae, y= be， 
用 拉 格 朗 日 描述 及 欧 拉 描 述 两 种 方法 证 明 , 密 度 p = zy 是 不 可 压缩 流体 运动 的 密度 
1.22 在 P 点 的 应 力 张 量 由 如 下 给 出 


7 0 - 
-| en] ,| 
-20 4 


求 (1) 已 点 与 单位 法 向 矢量 


，- (他 - 汪 和) 


垂直 的 平面 上 的 应 力 矢量 p, ; 
(2) 垂直 于 该 平面 的 应 力 矢量 分 量 ; ， 
(3) n 与 ps 之 间 的 夹 角 . | 1.22 题 图 


1.23 已 知 P 点 的 应 力 张 量 P 


求 图 示 PP 点 平行 于 ABC 平面 上 的 应 力 矢量 。 
1.24 应 力 张 量 由 
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3ry 5y 0 
P= S 0 2 
0 2z 0 
给 出 , 求 作用 于 平面 上 M 点 (2,1W3) 的 应 力 矢量 ,该 平面 在 M 点 与 圆柱 面 y + zx =4 相 切 . 


1.25 若 应 力 状态 由 上 题 给 出 ,并 认为 流体 在 质量 力 及 表面 力作 用 下 处 于 平衡 状态 : 
-pF=V. 卫 , 即 


2 | Sp 9 如 + = 0， 


azx 

9p + 

vent 

pe + e+ = +poF, = 0, 


Gp ,9psy , pr 
I toy + D2 + oF. = 0， 


试问 体力 应 为 何 形式 . 
1.26 利用 高 斯 定理 证 明 , 当 a 为 常数 时 ， 


anda =0. 


”1.27 求 柱 坐 标 及 球 坐 标 系 中 的 广义 牛顿 公式 . 
1.28 设 两 同 轴 圆 管 间 的 环 状 流动 的 速度 分 布 为 


1 r 
mw 和 = sz| (ww - te 
72 hl 


其 中 rj .rs 及 wi ,ws 分 别 是 内 外 圆柱 半径 及 内 外 圆柱 的 旋转 角速度 ,9 为 柱 坐 标 极 角 . 求 作 
用 于 柱 面 上 的 切 应 力 . 
1.29 设 绕 圆 球 流动 的 速度 分 布 为 


= 3 4 1 0 
vr(R,0)= vcos 6 1- 方 有 R13 RI 2 
3 
w(R,0)=- zsingl1- 陡 全 -村 称 


bp(R,0)= -六 pocos 8 你 + 加 ， 


人 
1.30 设 流动 速度 分 布 为 
u= Yt, v= zrt, w= 0. 


粘度 系数 为 /= 0.01N:sjm, 求 各 切 应 力 ， 


流体 的 平衡 


如 果 流 体 相 对 于 某 一 坐标 系 静止 不 动 ,我 们 就 说 流体 在 力学 上 处 于 平衡 状 
态 . 这 一 坐标 系 本 身 可 以 是 惯性 系 , 也 可 以 是 非 惯 性 系 . 后 一 种 情形 通常 称 流 
体 处 于 相对 平衡 状态 ,研究 流体 平衡 的 科学 称 为 流体 静 力学 . 在 本 章 第 1 节 中 
我 们 将 指出 ,平衡 流体 的 最 大 特点 是 没有 切 应 力 ,因而 其 应 力 张 量 可 简化 为 用 一 
标量 一 一 压强 来 表示 ,这 就 使 得 它 的 数学 描述 特别 简单 (数学 描述 见 第 2 节 ). 
下 面 几 节 将 分 别 讨论 平衡 液体 和 气体 中 的 压强 分 布 以 及 它们 作用 于 浸没 在 其 中 
的 物体 上 的 力 和 力矩 . 本 章 讲述 的 原理 在 机 械 、 水 利 、 船 舶 工程 仪器 制造 和 地 
球 物理 气象 .天 文 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 . 例如 , 测 压 计 , 虹 吸管 ,水 压 机 ,液压 
制 动 闸 ,液压 起 重 机 ,比重 计 , 水 工 建筑 和 船舶 设计 ,静止 大 气 和 星球 的 压强 、 密 
度 和 温度 随 高 度 分 布 等 . 在 本 章 的 例题 和 习题 中 ,读者 可 以 找到 不 少 应 用 实例 . 


2.1 流体 平衡 时 的 压强 


第 一 章 中 已 经 指出 ,流体 区 别 于 固体 的 一 个 显著 特点 就 是 静止 的 流体 不 能 
承受 切 应 力 . 也 就 是 说 ,在 静止 的 流体 中 只 存在 法 向 应 力 ,而 没有 切 应 力 . 在 
1.5 节 中 我 们 证 明了 ,如 果 在 静止 流体 中 任 取 一 个 法 向 单位 向 量 为 n 的 面积 元 ， 
那么 作用 在 此 面积 元 上 的 应 力 p, 可 表示 为 (参见 (1.5.24) 式 后 的 说 明 ) 

ps =— pn.. (2.1.1) 
这 里 引入 负 号 ,是 因为 静止 流体 中 观测 到 的 法 向 应 力 总 是 指向 面积 元 内 侧 , 即 
-nn 方向. 这 样 定义 的 标量 p 只 是 位 置 与 时 间 的 函数 ,而 与 面积 元 的 取向 n 无 
关 . p 表示 静止 流体 中 作用 在 该 点 任意 取向 的 面积 元 上 压 应 力 的 大 小 ,叫做 流 
体 静 力学 压强 ,简称 压强 . 

压强 是 流体 力学 中 一 个 很 重要 的 参数 . 在 国际 单位 制 中 压强 的 单位 是 帕 
(Pa) ,这 是 为 了 纪念 法 国 数学 家 帕斯卡 (Pascal) 对 流体 静 力 学 的 贡献 而 命名 的 . 
l1Pa=1N/m. 
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以 上 所 说 的 流体 静止 ,都 是 相对 于 某 一 坐标 系 而 言 的 . 这 一 坐标 系 可 以 是 
惯性 坐标 系 ,也 可 以 是 非 惯性 坐标 系 . 不 管 采用 哪 种 坐标 系 , 只 要 流体 相对 于 该 
坐标 系 静 止 不 动 ,在 流体 中 都 只 有 法 向 应 力 ,而 没有 切 应 力 , 因 而 (2.1.1) 式 都 成 
立 . 这 是 因为 从 不 同 坐标 系 来 观察 同一 运动 ,其 差别 只 在 于 整体 性 的 平移 和 旋 
转 ,而 流体 质点 的 变形 没有 差别 . 如 1.6 节 所 述 ,流体 内 的 应 力 只 依赖 于 流体 质 
点 的 变形 而 与 整体 性 的 平移 和 旋转 无 关 . 在 下 文中 ,不 管 流体 相对 哪 一 种 坐标 
系 是 静止 的 ,我们 都 说 流体 在 力学 上 处 于 平衡 状态 . 下 一 节 首 先 介 绍 流体 处 于 
平衡 时 的 一 般 规律 . 在 2.3 节 和 2.5 一 2.8 节 中 ,着重 讨论 相对 于 地 球 静 止 的 流 
体 在 重力 场 中 的 规律 ,而 在 2.4 节 中 讲述 两 种 典型 非 惯性 坐标 系 下 处 于 静止 (又 
叫 处 于 相对 平衡 ) 的 流体 所 服从 的 特殊 规律 . 


2.2 流体 平衡 的 基本 方程 


让 我 们 先 来 考察 一 下 当 静 止 流体 中 的 压强 不 均匀 时 对 流体 微 团 所 产生 的 作 
用 力 . 如 图 2.1 所 示 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 之 下 取 一 个 微 元 六 面体 dzdydz, 记 其 中 
心 点 的 压强 为 p. 那么 如 图 所 示 ,作用 在 左右 两 面 上 的 压强 所 产生 的 x 方向 合 
力 等 于 


图 2.1 静止 流体 微 元 在 z 方向 所 受 的 压强 合力 


ee 


对 y 和 xz 方向 类 似 地 分 析 , 丰 可知 周二 硬 员 分布 不 均 习 W175 中 作用 丰 dzdydz 上 
的 合力 为 


9 9 9 
-2 2 -kdedyd 0 
ax 9y 9z 


2.2 流体 平衡 的 基本 方程 ,， 77 ， 


这 里 Vp 叫做 压强 p 的 梯度 ,定义 为 (又 见 附录 下): 
vp = bitei+t en (2.2.2) 
如 果 在 单位 质量 流体 上 还 作用 着 体力 F, ,那么 在 平衡 时 这 两 种 作用 在 dzdydz 
上 力 的 合力 应 该 为 零 : 
| oeF.drdydz ~ Ypdzxdydz = 0. 
由 于 微 元 dzdydz 是 任 取 的 ,我 们 得 到 
peF, = Yp. (2.2.3) 
对 于 均 质 流体 (p= 常数 ), (2.2. 3) 式 就 是 流体 平衡 的 基本 方程 . 一 旦 给 定 体力 
分 布 ,就 可 由 此 决定 流体 中 的 压强 分 布 . 对 于 非 均 质 流体 ,必须 给 出 补充 的 关系 
以 同时 确定 p 和 po. 这 里 又 分 两 种 情形 :一 种 情形 为 密度 。 只 是 压强 p 的 函数 : 
po=p(zp), 这 种 流体 叫 正 压 流体 (更 全 面 的 定义 见 第 3.6 节 ); 另 一 种 情形 为 密度 
P 除 依赖 于 压强 p 之 外 还 依赖 于 其 他 状态 参数 (例如 温度 下 ) ,这 种 流体 叫 斜 压 
流体 . 例如 ;等 温 或 绝热 的 流体 都 是 正 压 的 , 均 质 流体 也 是 正 压 流 体 的 一 个 特 
例 , 而 地 面 附近 的 大 气 则 是 斜 压 的 . 对 于 正 压 流体 , 除 (2.2.3) 式 外 只 要 补充 p 
= p(p) 即 可 . 对 于 斜 压 流体 , 除 (2.2.3) 式 外 还 要 补充 一 个 状态 方程 (例如 p=p 
(p, 芽 )) 和 一 个 能 量 平衡 关 系 式 ( 例 如 热传导 方程 ). 在 本 章 第 3 至 6 节 中 主要 
讲 均 质 流体 ,第 7 至 8 节 中 将 给 出 非 均 质 流体 的 例子 . 
由 (2.2.3) 式 可 以 推 知 ， 并 不 是 任意 的 体力 分 布 都 能 使 流体 处 于 平衡 状态 . 
将 (2.2.3) 式 左右 同时 除 以 o 再 取 旋 度 可 知 


Vx P= Vx (vp)=- voxvp. (2.2.4) 
由 此 可 得 Fe Vx P=- (Vox Vp)=0, 
i 
‘VxF,=0. (2.2.5) 
对 于 均 质 流体 ， 2. es 
Vx F, = 0, (2.2.6) 
也 就 是 说 均 质 流体 平衡 的 必要 条 件 是 体力 有 势 . 若 体 力 势 卫 定义 为 
F, =— YH, (2.2.7) 
将 它 代 和 人 (2.2.3) 式 ,对 均 质 流体 有 
和 (2.2.8) 
p 


对 此 式 积分 ,并 取 积 分 常数 为 零 ,得 
H=- zl/o， (2.2.9) 
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即 : 平 衡 的 均 质 流体 的 体力 势 等 于 一 p/p. 
对 于 正 压 流体 ,由 于 p= p(p), 可 定义 一 个 压力 函数 P(z) 使 得 


dP = 5 (2.2.10) 
于 是 (2.2.3) 式 变 为 


两 侧 取 旋 度 得 
VxF,=0. (2.2.11) 
因此 正 压 流体 平衡 的 必要 条 件 也 是 体力 有 势 . 仿 前 可 证 , 正 压 流体 平衡 时 的 体 
力 势 满足 
H=-P(p). (2.2.12) 
显然 这 时 体力 的 等 势 面 与 等 压 面 重合 ,又 由 p= po(p), 等 密度 面 与 等 压 面 重合 . 
所 以 平衡 的 正 压 流体 中 体力 的 等 势 面 与 等 压 面 \ 等 密度 面 三 者 重合 . 
对 于 斜 压 流体 ,等 密度 面 与 等 压 面 不 重合 ,因而 (2.2.4) 式 右 方 Yo Xx Vp 不 
等 于 零 ,于 是 左 方 Y Xx F, 也 不 等 于 零 ,体力 无 势 . 由 此 推 知 : 斜 压 流体 在 有 势力 
作用 下 不 可 能 处 于 平衡 态 . 
现在 考虑 两 种 互 不 混合 静止 流体 的 分 界面 . 设 两 侧 流 体 密 度 各 为 o 和 p,， 
而 压强 p 和 单位 质量 的 体力 F, 都 跨 过 分 界面 连续 . 那么 沿 界面 上 任 一 微 元 线 
段 dl 的 压强 增 量 dp 在 界面 两 侧 分 别 可 以 写成 
dp = dl*: Vp = dl.: (piF:.) (2.2.13) 
dp = dl * Vp = dl (psF') 
由 此 二 式 分 别 除 以 pi ,ps 再 相 减 得 
1 1 
(i 
当 界 面 两 侧 密度 不 等 (pi 不 ps) 时 ,应 有 dp 二 0. 可 见 , 两 种 密度 不 同 的 平衡 流体 
的 分 界面 必定 是 等 压 面 . 如 果 体 力 有 势 , 显 然 这 一 分 界面 也 是 体力 的 等 势 面 . 
由 (2.2.13) 式 知 , 左 方 dp =0 必然 导致 dl* FF, =0, 即 分 界面 垂直 于 体力 的 
方向 . | 
当 体 力 有 势 时 ,分 界面 不 仅 是 等 压 面 和 体力 有 势 面 ,而 且 界 面 的 每 一 侧 也 各 
自 是 等 密度 面 . 这 一 点 可 由 (2.2.4) 式 证 明 : 因 左 侧 V x F,=0, 故 右 侧 YVp x Vp 
=0, 即 体力 有 势 时 平衡 流体 中 等 密度 面 与 等 压 面 重合 . 这 时 ,如 果 流 体 的 状态 
方程 是 p= p(p, 丁 ) 的 形式 ,这 一 分 界面 同时 也 是 等 温 面 . 
实践 中 最 常 遇 到 的 流体 分 界面 是 上 方 为 气体 的 液 面 , 称 为 自由 面 . 例如 在 
重力 F,= -- gk 作用 下 的 平衡 水 面 (这 里 g = 常数 是 重力 加 速度 ) ,就 与 重力 的 
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等 势 面 z= 常数 一 致 ,也 就 是 人 们 常 看 到 的 “水 平 如 镜 ” 的 水 面 . 我 国 早 在 春秋 
战国 时 期 ,就 利用 水 的 这 一 特性 制 成 了 称 为 “ 准 ” 的 测定 水 平 的 仪器 ,为 营造 师 所 
采用 . 这 就 是 现代 “气泡 水 准 仪 ”的 前 身 . 又 如 ,要 研究 地 球 表 面 大 范围 海洋 的 


自由 面 形状 ,就 必须 考虑 万 有 引力 PF,=#r 的 作用 ,其 中 > 是 由 地 心 发 出 的 矢 


径 ,K 是 常数 . 万 有 引力 的 等 势 面 r= 常数 是 球面 ,也 是 与 观测 到 的 海洋 表面 形 
状 一 致 的 . 


.2.3 均 质 流体 的 静 平 衡 


让 我 们 考虑 在 地 球 表面 重力 场 中 静止 不 动 的 流体 的 平衡 . 在 重力 = 
- gk 作用 下 ,(2.2.3) 式 变 为 
2 
ax 


9 
= 0， (2.3.1) 


=- pg. 


这 里 取 z 轴 竖 直 向 上 . 这 时 压强 p 只 随 z 而 变 ,与 x ,y 无 关 , 因 而 (2.3.1) 可 改 
写成 
学 = 一 pg. (2.3.2) 


上 节 已 指出 ee 它 必 定 是 亚 直 于 z 轴 的 平面 . 我 们 记 流 体 在 
分 界面 上 的 压强 为 p。. 注意 在 (2.3.2) 式 中 ,并 未 对 密度 o 如 何 变化 加 以 限制 . 
在 本 节 中 ,我 们 只 考虑 均 质 流体 (p= 常数 ). 若 取 分 界面 为 z= zo ,将 (2.3.2) 式 
求 积 分 ,从 分 界面 积分 到 任 一 z 处 ,有 | 
p = po + pg(zo.— z). 

式 中 zo - x 不 是 别 的 , 正 是 由 分 界面 算 起 的 流体 深度 d( 见 图 2.2) ,于 是 

p = po + pgd. (2.3.3) 
此 式 称 为 流体 静 力 学 规律 . 它 表明 :在 重力 作用 下 均 质 流体 在 深度 为 d 处 的 压 
强 等 于 分 界面 上 压强 po 与 高 为 d 、 底 为 单位 面积 的 流体 柱 重量 之 和 . 有 时 为 了 
计算 方便 ,把 (2.3.3) 式 改写 为 


po 
p= me(a+ 甸 )- pgd。 (2.3.4) 
这 里 
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4 (2.3.5) 
pg 


图 2.2 流体 的 等 效 分 界面 
叫做 等 效 深度 . 这 样 做 相当 于 假想 地 把 分 界面 升 高 2 ,让 升 高 后 的 假想 分 界面 


(等 效 分 界面 ) 上 压强 变 为 零 . 这 样 算 出 的 原 分 界面 以 下 流体 中 压强 与 由 
(2.3.3) 式 算出 的 一 样 . 

流体 静 力学 规律 说 明 , 重力 场 中 均 质 流体 的 压强 随 深度 增加 而 线性 增加 . 
由 此 很 容易 说 明 为 什么 水 坝 断 面 要 做 成 上 面 窗 下 面 宽 的 形状 ,也 能 说 明 为 什么 
虹吸 管 两 侧 能 产生 驱动 流体 的 压 差 . 这 一 点 我 国人 民 很 早 就 有 所 认识 . 春秋 
时 《管子 》 即 指出 堤坝 的 纵 断 面 要 修成 “大 其 下 ,小 其 上 ”的 梯形 . 而 在 西方 , 直 
到 约 两 千年 后 , 即 1586 年 S. 斯 蒂 文才 认识 到 流体 静 压 强 与 深度 的 关系 . 现在 ， 
人 们 已 应 用 流体 静 力学 规律 制 成 了 各 种 各 样 的 流体 测 压 计 , 下 面 例 题 介 绍 其 中 
最 简单 的 一 种 . 

例 2.1 U 形 管 流体 测 压 计 

图 2.3 的 品 形 管 一 端 开口 接 大 气 , 另 一 端 连通 待 测 压强 的 气体 A ,平衡 时 
管内 水 银 柱 的 位 置 如 图 所 示 . 我 们 希望 由 所 测 得 的 di,d, 算出 气体 A 在 管 口 


图 2.3 U 形 管 流体 测 压 计 


2.3 均 质 流体 的 静 平 衡 ”81 ， 


处 的 压强 p,. 
根据 流体 静 力学 规律 ,图 中 M,N 两 点 的 水 银 属于 同一 均 质 流体 ,又 处 于 同 
一 深度 ( 即 同一 水 平面 上 ) ,应 该 有 pw = pw. 记 大 气压 强 为 pw , 则 由 (2.3.3) 式 
有 
PN = Pam + 0x2d2 ， 
ps = pu — p% gdi1: 
令 pm 与 pw 相等 ,可 得 
Pa = Pam + pxgd2 一 Pp gdi1. 
因为 水 银 的 密度 px = 1. 36 x 10' kg/m , 远 远大 于 气体 的 密度 o (例如 ,党 
温 常 压 下 为 10-1 一 10kg/ma 的 量 级 ) , 故 上 式 中 最 后 一 项 通常 可 以 忽略 不 计 , 我 
们 有 
ps SX pam + CD 水 银 BCQI2 (2.3.6) 
此 式 中 d, 是 平衡 时 水 银 柱 两 端的 高 度 差 . 在 实用 上 常 定义 “ 表 压 ”p。= p - 
po; 而 称 第 2.1 节 引 人 的 压强 p 为 绝对 压强 . 于 是 与 p。 对 应 的 表 压 就 是 
Pe = ps 一 Pam 入 OkMEd2-. (2.3.7) 
它 直 接 正比 于 观测 到 的 d; ,因而 用 起 来 很 方便 . 
常用 的 口 形 管 流 体 测 压 计 除了 用 水 银 外 ,也 有 用 水 和 酒精 等 液体 的 . 由 
(2.3.7) 看 到 ,在 测量 一 定 的 压 差 时 ,使 用 的 液体 密度 越 大 ,d; 就 越 小 ,因而 所 需 
的 U 形 管 长 度 就 越 短 . 这 就 是 为 什么 经 常 选用 水 银 来 测量 较 大 的 压 差 . 
由 于 流体 测 压 计 的 广泛 应 用 ,工程 上 常用 液 柱 高 差 (4;) 作 为 单位 来 表示 不 
强 的 大 小 ,这 些 单位 与 国际 单位 ( 帕 ) 的 关系 可 由 (2.3.7) 式 换算 . 例如 :1 毫米 
水 银 柱 (mmHg) = 133.32Pa,1 毫米 水 柱 (mmH。O 〇 ) = 9.806 7Pa. 
为 了 提高 测量 精度 ,工程 上 设计 了 各 种 复杂 形式 的 流体 测 压 计 ( 例 如 参看 习 
题 2.3,2.4). 当 测 压 计 中 采用 不 只 一 种 液体 时 ,要 对 每 一 种 液体 逐一 应 用 均 质 
流体 的 流体 静 力学 规律 找到 不 同 点 上 压强 的 关系 . 
流体 静 力 学 规律 (2.3.3) 式 还 告诉 我 们 :如 果 在 静止 均 质 流体 的 某 一 边界 面 
上 施加 某 一 压强 po ,那么 这 一 压强 就 会 均匀 地 传 遍 整个 流体 ,数值 不 变 . 这 就 
是 著名 的 帕斯卡 原理 (1653 年 发 现 ). 
帕斯卡 原理 有 重要 的 工程 应 用 . 例如 考虑 图 2.4 中 有 两 个 活塞 的 装置 ,在 
活塞 C 上 加 一 推力 Fe 会 使 流体 产生 一 个 压强 增 量 Ap ,这 一 Ap 会 数值 不 变 地 
传 遍 整个 流体 直到 活塞 B ,于 是 对 活塞 B 产生 一 个 推力 Fs. 设 两 个 活塞 表面 积 
分 别 为 Sc 和 Ss , 则 


Fs _ ApSs _ Ss 


及 二 -SS 3 
FAP Se 人 
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图 2.4 帕斯卡 原理 示意 图 


显然 , 当 Ss 远 远大 于 Sc 时 ,在 活塞 B 上 产生 的 推力 Fs 要 比 原来 在 活塞 C 上 施 
加 的 推力 Fc 大 得 多 . 就 这 样 , 帕 斯 卡 原理 帮助 我 们 放大 了 作用 力 . 这 个 放大 了 
的 力 用 来 进行 压力 加 工 , 就 做 成 了 水 压 机 ;用 来 举重 ,就 做 成 了 液压 千斤 项 ;用 来 
刹车 ,就 做 成 了 液压 制 动 闸 . 

前 面 我 们 讲 的 都 是 均 质 流体 . 最 后 顺便 指出 ,重力 场 中 的 非 均 质 流体 除非 
在 每 一 水 平 层 内 密度 不 变 ,和 否则 不 能 保持 平衡 . 这 是 因为 ,如 (2.3.1) 式 所 示 , 压 
强 p 只 是 z 的 函数 而 与 水 平 坐 标 z、y 无 关 , 因 而 在 z 与 z+ dx 两 层 间 的 压强 差 
dp 是 一 确定 值 ,与 水 平 位 置 无 关 , 而 这 一 压 差 必然 与 两 层 间 单 位 底面 积 上 流体 
重量 pgdz 相 平 衡 ,而 与 水 平 位 置 无 关 . 于 是 密度 o 必须 不 随 水 平 位 置 而 变 . 因 
而 重力 场 中 非 均 质 流体 都 是 分 层 的 ,密度 只 沿 竖 直 方向 变化 ,而 在 每 一 水 平 层 上 
各 自 不 变 . 


2.4 非 惯 性 系 中 均 质 流体 的 相对 平衡 


上 一 节 的 流体 静 力 学 规律 是 对 于 静止 的 均 质 流 体 导 出 的 ,同样 也 适用 于 象 
刚体 一 样 做 匀速 直线 运动 的 均 质 流 体 ,例如 在 一 容器 中 作 整 体 匀 速 直线 平移 的 
均 质 流体 . 因为 这 时 流体 相对 于 容器 是 静止 的 ,而 容器 本 身 就 是 一 个 惯性 系 . 

但 是 如 果 容 器 做 变速 运动 ,即使 其 中 的 流体 相对 于 容器 静止 ,也 不 能 直接 引 
用 上 节 的 结果 ,因为 这 时 容器 本 身 是 一 个 非 惯性 系 . 我 们 知道 ,在 非 惯 性 系 中 应 
用 牛顿 力学 定律 时 必须 引入 惯性 力 . 因此 ,只 有 令 (2.2.3) 式 中 的 体力 Fi 包含 
惯性 力 在 内 ,该 式 才能 成 立 . 本 节 只 讨论 容器 做 匀 加 速 直线 运动 或 绕 竖 直 轴 勾 
角速度 旋转 时 ,其 中 均 质 流体 在 重力 场 中 的 相对 平衡 . 

(一 ) 均 质 流体 整体 地 做 匀 加 速 直线 运动 


2.4 非 惯 性 系 中 均 质 流体 的 相对 平衡 ， 83 ， 


取 z 轴 竖 直 向 上 ,zz 平面 平行 于 容器 (和 流体 ) 的 名 加 速度 a( 图 2.5), 则 
F,=g 一 a, 其 中 一 a 是 单位 质量 流体 上 的 惯性 
力 . 于 是 (2.2.3) 式 变 为 

pe (2.4.1) 
我 们 知道 ,自由 面 是 等 压 面 ,因而 它 的 法 线 指 


之 


向 Vp 方向 , 亦 即 g- a 方向. 注意 到 gg 和 a 都 | 
是 常数 ,因而 自由 面 仍然 是 平面 ,只 不 过 不 再 & 
站 个 处 
个 角度 ,使 得 ee 
局 号 = (2.4.2) 容器 中 的 流体 


流体 中 的 压强 分 布 可 由 积分 (2.4.1) 式 而 得 : 
p =|dp = | vp "dr = ole - a) :dr 
=p|[- asdz ~ (g+ a-)dz] 
= 一 pa 一 pg+a)z+C. (2.4.3) 
在 自由 面 上 妃 = 常 数 ,由 此 可 求 得 自由 面 的 形状 ,与 (2.4.2) 式 一 致 ， 
(二 ) 均 质 流体 整体 地 绕 竖 直 轴 以 匀 角 速度 旋转 
考虑 一 圆柱 形容 器 绕 竖 直 向 上 的 z 轴 以 匀 角 速度 Q 旋转 ,让 我 们 来 求 其 中 
与 容器 一 起 整体 旋转 的 均 质 流体 在 重力 场 中 的 压强 分 布 和 自由 面 形状 . 这 时 流 
体 中 单位 质量 的 惯性 力 是 离心 力 Q7 re, ,其 中 > 是 到 >z 轴 的 距离 ,e, 是 柱 坐 标 中 
的 径 向 单位 向 量 (图 2.6). 于 是 (2.2.3) 式 变 为 
Vp = p(g + 0°re,) (2.4.4) 
下 面 求 流体 中 的 压强 分 布 : 
p =|dp = | v ‘dr = o| (Ge + (re,): dr 
=p|[- gdz + (rdr] : 


=- pgz + 者 pr + C. (2.4.5) ， 
在 自由 面 上 p= 常数 ,由 此 可 得 自由 面 形状 


Be 7 + 常数。 (2.4.6) 


此 式 说 明 自 由 面 是 一 个 旋转 抛物 面 ,旋转 角 
速度 0 越 大 ,这 个 抛物 面 就 变 得 越 细 高 . 利 图 2.6 旋转 圆 简 中 流体 的 自由 面 形状 
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用 这 个 原理 ,如 果 量 出 图 2.6 中 的 hs 和 hh 就 可 以 算出 容器 的 旋转 角速度 : 
Ee Ny go pry NE 
0 = 2g (hrmax — homn). 


本 节 的 原理 已 在 工程 上 实际 用 来 测量 线 加 速度 ,角速度 和 流体 的 压强 (参见 
习题 2. 5 ,2.6). 


2.5 均 质 流体 作用 在 物体 表面 的 压强 合力 


由 第 3 节 知 ,在 重力 场 中 静止 均 质 流体 的 压强 随 深度 而 变 . 这 一 节 将 要 计 
算 此 压强 作用 在 浸没 于 流体 中 的 物 面 上 时 所 产生 的 合力 的 大 小 方向 和 作用 线 . 
我 们 将 分 别 考虑 平 壁 和 曲 壁 . 

(一 ) 均 质 流体 作用 于 平 壁 上 的 压强 合力 

图 2.7 画 的 是 一 个 斜 置 的 平 壁 ,我 们 要 计算 其 上 表面 所 受到 的 流体 压强 合 
力 本 ,由 于 静止 流体 中 没有 切 应 力 ,而 压强 都 沿 法 向 指向 平 壁 ,所 以 流体 合力 方 
向 显然 垂直 于 平 壁 并 指向 内 侧 . 下 面 只 需求 作用 力 的 大 小 和 作用 线 . 


Zz 等 效 分 界面 (p = 0) 


图 2.7 求 平 壁 在 静止 流体 中 受 力 的 示意 图 


我 们 首先 按 第 2.3 节 的 方法 找到 等 效 分 界面 (其 上 为 大 气 时 称 为 等 效 自由 

面 ), 取 平 壁 延长 面 与 等 效 分 界面 交 线 为 x 轴 , 而 y 轴 沿 平 壁面 指向 斜 下 方 (如 
图 2..7 所 示 ). 设 平 壁 与 水 平面 夹 角 为 9, 则 平 壁 上 任 一 点 的 压强 应 为 ( 见 
(2.3.4) 式 ): 
p= pgh = pgysin 0. 
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如 图 取 y 与 y+ dy 之 间 的 狭 条 壁面 ,其 所 受 力 为 pdS ,其 中 dS 是 狭 条 的 面积 ， 
于 是 整个 壁面 所 受 合力 为 : 
下 三 | aas = pgsin 0 | >as， 
积分 对 整个 壁 的 上 表面 进行 . 注意 


|>as = ys， 
这 里 (z。,ye) 是 壁面 的 形 心 坐标 , S 是 壁面 的 面积 . 于 是 我 们 有 
Fr = pgy.sin 0S = pgh.S. (2.5.1) 
但 是 pgh. 正 是 壁面 形 心 所 受到 的 流体 压强 , 记 作 p,, 最 后 得 到 
Fr = p.S. (2.5.2) 


此 式 告诉 我 们 ,静止 均 质 重 流体 中 平 壁 所 受 流体 合 力 的 大 小 等 于 平 壁 表面 形 心 
处 所 受 的 压强 乘 上 壁面 面积 ,也 就 是 等 于 假想 壁面 处 处 都 受到 均匀 压强 p. 时 的 
合力 值 . 这 一 公式 对 于 平 壁 成 任意 倾角 放置 时 都 成 立 . 

但 是 事实 上 壁面 的 压强 并 不 是 均匀 分 布 的 ,而 是 越 深 的 地 方 压 强 越 大 ,因而 
可 以 想到 合力 作用 线 不 会 通过 表面 形 心 ,而 应 比 形 心 深 一 些 . 假定 合力 Fs 的 作 
用 线 通 过 (xz“,y ) ,而 把 通过 (z。,ye) 平 行 于 z,y 两 个 轴 的 坐标 轴 分 别 记 作 ,7 
(图 2.7) ,那么 Fk 对 于 上 轴 和 7 轴 的 力矩 应 分 别 等 于 分 布 压强 所 引起 的 相应 力 
和 矩 , 即 


Fa(y ~ y.) = | pqdS = pgsin 
(2.5.3) 
Fr(x’ — zx.) = Jpéds = pgsin 0 |%as. 
注意 到 y= y. + np, 有 
|ymas = 3.| ds + [Fds =0+ | 
Jas = ygas + [érds = 0+ 1 


这 里 用 到 了 形 心 & = 人 思 =0 的 性 质 ,Ie 和 16 分 别 是 平 壁 表面 的 二 阶 惯性 矩 , 定 
义 为 ， 


(2.5.4) 


Is = | ¥ds, Is.= | .5ds， (2.5.5) 
将 (2.5.1) 代 入 (2.5.3), 化 简 后 得 到 | 
一 = ae 
Oe S’ 
f (2.5.6) 
zx” Xe 一 一 所 


yeS 
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因为 I >0, 可 知 y >y，, 合 力作 用 点 深 于 壁面 形 心 . Js 和 了 的 定义 由 (2.5.5) 
给 出 ,注意 上 和 7 轴 是 通过 形 心 的 坐标 轴 . 规则 形状 的 I 和 I6 常 可 由 手册 
查 出 . 

例 2.2 一 水 箱 尺 寸 如 图 2.8 所 示 , 箱 外 大 气压 pow =1.013 x 10Pa, 试 计 
算 下 列 两 种 情况 下 窗口 AB 两 侧 所 受 的 流体 合力 : 


图 2.8 例 2.2 示 意图 


(a) 水 面 上 方 气体 压力 pa = pom; 

(b) pa=1.255x10’Pa. 

解 (a) 由 于 pa = pw, 根据 帕斯卡 原理 , ps 均匀 地 、 量 值 不 变 地 传 到 AB 
内 表面 ,与 外 表面 所 受 均匀 的 加 相互 抵消 ,因而 这 一 问题 中 pA 和 ps 可 都 不 
考虑 ,或 者 说 本 问题 中 的 压强 都 用 “ 表 压 ”p 一 pow 即 可 . 由 于 水 面 上 方 表 压 为 
零 ,水 面 本 身 就 是 等 效 自由 面 ,本 节 中 的 坐标 z,y 和 &,w 如 图 2.8 所 示 ， 

由 (2.5.2)、(2.5.1) 和 (2.5.6) 有 

Fr =p.S = pgh.S 
=1 000 x 9.8 x (3+ 方 x 1.5 x sin 30°) x (3 x 1.5) 


=1.488 x 105 N, 
1 3 
A 3X3X1.5 
> Ty TS ™ sn30 +1.5) Xxx1.5) 
=0.027 78 m, " 
I 
5 三 二 名- 一 
Es SS 0. 


式 中 用 到 了 和 矩形 的 二 阶 惯性 甜 Js = 去 护 ,此 处 b 和 hh 分 别 是 矩形 平行 与 垂直 


6 轴 的 边 长 , 1。=0 是 因为 矩形 对 ¢ 和 7 轴 都 对 称 . 
(b) 此 时 pa > ps, 根据 帕斯卡 原理 , ps 均匀 地 、 量 值 不 变 地 传 到 AB 内 


2.5 均 质 流体 作用 在 物体 表面 的 压强 合力 ”87 ， 


侧 . 此 时 AB 两 侧 所 受 的 流体 合力 等 于 (a) 中 算出 的 水 压 合力 (1.488 x 10;N, 作 
用 在 形 心 以 下 y 一 y.=0.027 78m 处 ) 与 两 侧 气 压 合力 之 和 ,后 者 的 作用 点 在 形 
心 , 数 值 等 于 
(pa — pam)A =(1.255 x 105 ~ 1.013 x 10;) x (3 x 1.5) 
=1.089 x 105N， 
根据 平行 力求 合力 的 法 则 ,水 与 气 的 压强 合力 大 小 为 2.577 Xx 105N, 作 用 点 矩形 
心 y 一 y。= 二 0.016 04m( 如 图 2.9 所 示 ). 


1.0 5 
89 x 10° N/A’ /88 x 10s N 


2.577x105 N 


图 2.9 例 2.2 力 的 合成 示意 图 图 2.10 求 曲 壁 在 静止 流体 中 受 
力 水 平分 量 的 示意 图 


对 于 情况 (b) ,如 果 按 前 面 讲 的 把 水 面 假想 升 高 ps/pg 作为 等 效 分 界面 , 然 
后 应 用 (2.5.2) 和 (2.5.6) 式 ,也 会 得 到 同样 结果 ,读者 可 自行 验证 . 

(二 ) 均 质 流体 作用 于 曲 壁 上 的 压强 合力 

现在 我 们 讨论 如 何 计算 静止 均 质 重 流体 中 曲 壁面 所 受 的 流体 压强 合力 . 如 
图 (2.10) 所 示 ,在 此 曲 壁 面 上 任 取 一 小 微 元 面积 dS , 记 其 外 法 线 单位 向 量 为 n， 
则 此 面 元 上 受到 的 流体 压强 合力 为 

dF = - pndS. 
很 明显 , 它 有 两 个 平行 于 等 效 自由 面 (z = zo ) 的 分 量 dF, ,dF 和 一 个 竖 直 分 量 
dF.. 注意 ， 
dF, = dF .i=- pn:idS=- pdS,, 

这 里 dS, 是 微 元 面积 dS 在 yz 平面 上 的 投影 (代数 值 ), 于 是 我 们 有 


F, | 现 S. (3 
类 似 地 | 
=-] pdS,. (2.5.7b) 
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这 就 是 说 , 曲 壁 面 所 受 流体 压强 合力 的 z 分 量 ,恰好 等 于 此 曲 壁 面 在 yz 平面 上 
的 投影 S, 上 所 受 的 流体 压强 合力 . 于 是 求 曲 壁 面 所 受 水 平 合力 的 问题 就 化 为 
前 面 所 讲 的 求 平 壁面 所 受 合力 的 问题 , 它 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 都 完全 可 用 前 面 


讲 的 方法 求解 . 
现在 来 求 曲 壁面 受 力 的 竖 直 分 量 . 
dd 
=— pg(zo — zs)dS,. 


由 图 2.11 看 出 ,这 个 力 的 大 小 等 于 dS 以 上 直到 等 效 分 界面 这 块 体积 充满 该 种 
流体 时 的 重量 . 因此 ,我 们 可 以 说 , 曲 壁面 S 所 受 流体 压强 合力 的 竖 直 分 量 FF 
的 大 小 等 于 该 曲面 以 上 直到 等 效 分 界面 之 间 的 体积 ( 称 为 压力 体 ) 都 充满 该 种 流 
体 时 的 重量 ,指向 曲 壁 内 侧 沿 竖 直 方向 . 注意 这 里 所 说 的 曲面 与 等 效 分 界面 之 


2.11 求 曲 壁 在 静止 流体 中 受 力 竖 直 分 量 的 示意 图 


间 的 压力 体 是 一 个 假想 的 概念 ,不 一 定 真 的 处 
处 充满 流体 . 例如 ,要 计算 图 2.12 中 湖岸 ABC 
段 所 受 的 竖 直 方向 合力 ,可 以 分 别 计算 AB 段 
和 BC 段 的 受 为 . AB 段 所 受 竖 直方 向 合力 等 于 
体积 ABD 中 假想 地 充满 湖水 时 的 重量 ,方向 向 
上 ;BC 段 受 竖 直方 向 合力 则 等 于 体积 BCAD 
假想 地 充满 湖水 时 的 重量 ,方向 向 下 .两 者 相 
加 ,体积 ABD 重量 引起 的 力 一 个 向 上 、 一 个 向 
下 互相 抵消 ,作用 于 ABC 段 的 竖 直 方向 合力 等 图 2.12 曲面 湖岸 所 受 流体 垂直 
于 体积 ABC 中 充满 湖水 时 的 重量 ,方向 向 下 . 方向 合力 示意 图 

现在 讨论 F, 的 作用 线 位 置 , 假 定 下 , 的 作用 线 通过 (x ,y ) ,那么 按 合力 作 
用 线 的 定义 
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Fx” =| pzxdS, = ee|. zx(zo — zs)dS, 


=o|、 zdVs. (2.5.8) 


式 中 dVs = (zo - zs)dS,, 表示 dS 以 上 直到 等 效 分 界面 这 一 微 元 的 体积 
(图 2.11), Vs 是 整个 曲 壁面 以 上 压力 体 的 体积 ,定义 (z。,ye，,ze) 为 压力 体 几 何 
中 心 的 坐标 , 按 定义 


< 2 
ee 二 es 观 轨 a (2.5.9) 


将 (2.5.9) 代 入 (2.5.8), 并 注意 
F, = pgVs, (2.5.10) 

可 得 z = z。 类 似 地 有 y = y.. 这 就 是 说 ,静止 均 质 重 流体 中 曲 壁面 所 受 竖 直 
方向 的 流体 压强 合力 的 作用 线 通过 该 曲面 以 上 压力 体 的 几何 中 心 . 

注意 ,在 一 般 情况 下 F,, FF, 和 下 , 三 个 分 力 不 一 定 共 点 ,可 能 构成 空间 力 
系 . 这 时 不 能 化 为 单个 合力 ,只 能 化 为 一 个 合力 加 上 一 个 合力 偶 . 

例 2.3 图 2.13 所 示 的 圆柱 形 堰 ,直径 2R=3m, 长 工 =6m. 试 求 两 侧 静 
止 流体 作用 于 堰 上 的 合力 大 小 ,方向 及 作用 线 . 


图 2.13 例 2.3 示 意图 


解 ”空气 的 压强 通过 两 侧 的 水 均匀 地 、 量 值 不 变 地 传 到 堰 的 水 下 表面 ,因此 
整个 圆柱 侧面 处 处 均匀 地 受到 大 气压 作用 ,互相 抵消 ,合力 为 零 . 因此 ,在 计算 
两 侧 流 体 合力 时 ,不 考虑 大 气压 强 , 或 者 说 我 们 只 考虑 “ 表 压 " 即 可 . 这 就 是 说 ， 
两 侧 的 水 面 就 是 等 效 自由 面 . 由 于 沿 长 度 工 ,压强 是 不 变 的 ,合力 通过 工 /2 处 的 
中 截面 . 
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先 考 虑 左 半 堰 所 受 水 的 作用 力 , 按 图 所 取 坐 标 它 只 有 z,y 分 量 ,分 别 记 作 
五, 和 FF,, ,它们 的 作用 线 分 别 距 左 侧 水 面 wx 和 距 y 轴 zm，, 于 是 由 (2.5.7) 和 
(2.5.2) 有 


Fi = (pg 3 )HL) = 2pgR’L 
这 里 S, 是 边 长 分 别 为 HH, 和 工 的 矩形 . 由 (2.5.6) 式 ,有 


工 y ry3 
| 
Yi = 
(Hr) 
由 (2.5.10) 有 
Fu = pe ($nR’L )= FpgR’L, 
它 通 过 左 半圆 的 几何 中 心 
|zas 4R 
Wy 


类 似 地 求 得 右 半 堰 所 受 水 的 作用 力 分 量 为 
Fu = 于 pgR2L (作用 线 :yx 到 子 R|， 


Fw = 下 pgR2L (作用 线 :zw = 全) 


总 合力 相当 于 两 半 堰 受 力 的 向 量 和 : 


F, = Fu - Fu = 与 pgR?L = 1.98 x 105N， 


F, =F, + Fe = :pgR?L = 3.11 x 105N， 


Fr =V P+F; = 4.82 x 10N. 


合力 的 作用 线 通过 (zy ) 点 :z= 可 R= -1.17my= 人鱼 =0.212m, 合 力 的 


方向 与 x 轴 成 a 角 ,a -tan :天 =57.5- 
例 2.4 与 水 平 液 面 成 45° 的 斜 壁 上 有 一 半径 为 R 的 圆 孔 , 孔 心 的 深度 为 
互 , 现 用 一 个 半球 面 堵 住 孔 , 如 图 2. 14 所 示 . 试 求 半球 面 所 受 液体 压强 合力 忆 
的 大 小 和 方向 (不 计 大 气压 强 的 作用 ). 
解法 一 ”半球 面 的 水 平 投影 是 椭圆 : 
V2_.»2 


S, = xR’sin 45° = 77R 2 


2.5 均 质 流体 作用 在 物体 表面 的 压强 合力 “91 ， 


FI W 


图 2.14 例 2.4 示 意图 


F, =- pgHS, = -xoeHR. 
压力 体 为 半球 加 上 和 斜 截 椭 圆柱 体 : 
Vs =xR: 4 (= + H)rR’, 
F, =- pgVs =- 号 + 公 H rogR’. 
由 此 可 以 算出 合力 的 大 小 
下 =V 开 + 于 neeR’,/ 4’ +H:+ 242 RH 
它 与 x 轴 的 夹 角 


， 2 . 
由 于 半球 面 上 各 点 的 压强 都 通过 半球 中 心 ,是 共 点 力 系 , 故 其 合力 下 必 
然 也 通过 O 点 . | 
解法 二 如 图 2.14 的 左 图 , 取 半 球 中 液体 为 分 离 体 , 它 在 孔 平 面 压强 合力 
F ,自身 重力 W 和 半球 面 反 力 FF, 的 作用 下 达到 平衡 . 
F =pgH .xR?， 通过 O 点 垂直 孔 平面 指向 斜 下 方 ， 


W = 等 R? . pg， 通过 半球 的 几何 中 心 竖 直 向 下 ， 
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F = 下 ， 与 下 方向 相反 (待定 ). 
由 三 力 平衡 可 以 解 出 下 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 位 置 ,结果 同 解 法 一 (请 读者 自行 
补 上 过 程 ). 
本 节 所 讲 的 计算 静止 均 质 流体 中 平 壁 和 曲 壁 受 力 的 方法 在 工程 上 有 重要 应 
用 ,例如 设计 船舶 ,水 坝 ,闸门 , 储 油 负 ,桥墩 等 . 


2.6 阿 基 米 德 定律 , 浮 体 的 平衡 


我 们 现在 讨论 全 部 浸没 在 静止 均 质 流体 中 的 物体 在 重力 场 中 所 受到 的 流体 
作用 力 . 

如 图 2.15 所 示 ,物体 ABCD 的 左右 两 半 ABC 
和 ADC 在 yz 平面 上 的 投影 分 别 是 S, 和 一 S,, 因 
而 它们 所 受 流体 压强 的 z 向 合力 互相 抵消 . 由 此 
可 以 推断 ,浸没 在 静止 均 质 重 流体 中 的 物体 所 受 的 
流体 作用 力 只 有 竖 直 分 量 而 没有 水 平分 量 . 

再 看 竖 直 方向 的 合力 ,图 2.16 分 别 标 出 了 上 、 
下 表面 和 全 部 表面 所 受 合力 相当 的 压力 体 ,箭头 表 
示 合 力 方向 . 由 此 可 见 ,浸没 在 静止 均 质 重 流体 中 
物体 所 受 的 流体 作用 力 方向 竖 直 向 上 ,大 小 等 于 物 
体 所 排 开 体积 中 充满 该 种 流体 时 的 重量 . 这 一 流体 
作用 力 称 为 浮力 . 仿照 上 节 的 方法 ,还 可 以 证 明 ,浮力 的 作用 线 通过 物体 所 排 开 
体积 的 几何 中 心 ,因此 ,这 一 几何 中 心 也 叫做 浮力 中 心 . 


图 2.15 浸没 在 流体 中 的 物体 
所 受 流体 合力 水 平分 量 为 零 


图 2.16 浸没 在 流体 中 的 物体 所 受 浮 力 产生 原理 示意 图 


上 述 的 结论 不 仅 适 用 于 物体 完全 浸没 于 流体 中 的 情形 ,也 很 容易 推广 到 物 
体 浮 在 液体 表面 的 情形 . 例如 ,考虑 图 2.17 所 示 的 浮 体 , 它 暴露 在 大 气 中 的 部 
分 所 受到 的 大 气压 强 是 均匀 的 . 根据 帕斯卡 原理 ,大 气压 不 仅 均匀 地 作用 于 水 
面 以 上 的 物 面 ,同样 也 均匀 地 、 量 值 不 变 地 传 遍 水 面 以 下 的 物体 表面 ,因而 大 气 
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压 对 于 物体 不 产生 合力 ,而 水 自身 的 压强 作用 于 水 面 下 物体 产生 的 合力 竖 直 向 
上 (没有 水 平分 量 ) ,大 小 等 于 压力 体 BCD 的 重量 . 所 以 ,对 于 部 分 浸没 在 静止 
均 质 重 流体 中 的 物体 ,其 浮力 等 于 它 所 实际 排 开 流体 (图 中 BCD ) 的 重量 ,而 不 
是 与 它 同 体积 (ABCDE ) 流 体 的 重量 . 可 以 证 明 , 这 时 浮力 中 心 是 它 实 际 排 开 流 
体 体积 的 几何 中 心 . 


图 2.17 浮 在 一 种 流体 表面 的 物体 所 受 的 浮力 示意 图 


古 希 腊 科学 家 阿 基 米 德 总 结 了 流体 中 物体 所 受 浮力 遵从 的 规律 ,这 就 是 著 

名 的 阿 基 米 德 定律 . 这 一 定律 指出 :全 部 或 部 分 浸没 在 静止 均 质 流体 中 物体 在 
重力 场 中 所 受 的 浮力 竖 直 向 上 ,大 小 等 于 它 所 排 开 该 流体 的 重量 ,作用 线 通 过 它 

所 排 开 该 流体 的 重心 . 

根据 阿 基 米 德 定律 ， 全 部 或 部 分 浊 没 在 静止 均 质 重 流体 中 物体 平衡 的 条 伯 
是 :物体 所 受 重力 与 浮力 大 小 相等 ,方向 相反 而 且 作用 线 重 合 (也 就 是 浮力 中 心 
与 物体 重心 在 同一 竖 直线 上 ). 人 们 设计 的 船舶 和 飞艇 等 能 浮 在 水 面 或 空中 , 便 
是 利用 了 这 一 原理 . 阿 基 米 德 定律 还 能 用 于 测量 流体 的 比重 ( 见 以 下 例题 及 习 
题 2. 13) 和 用 于 构造 自动 控制 装置 (见习 题 2.12). 

例 2.5 液体 比重 计 

某 一 液体 的 比重 S 指 的 是 它 的 密度 p 与 水 密度 (常温 下 pw,o=1 000kg/m’) 
之 比 . 比重 计 是 一 个 如 图 2. 18 所 示 的 玻璃 管 ,下 装 金 属 小 球 , 上 管内 横 截 面积 
A 均匀 . 先 把 它 放 在 蒸馏 水 中 校准 ( 左 图 ) ,在 水 平面 处 画 一 个 刻度 线 , 测 出 浸没 
的 体积 V。. 然后 把 它 放 人 待 测 比重 的 液体 中 ,那么 它 的 刻度 线 一 般 不 再 在 液 面 
处 . 假定 刻度 线 升 出 液 面 Ah 高 ( 右 图 ) ,我 们 便 可 由 Ah 推算 出 此 液体 的 比重 
S: 

首先 由 比重 计 在 水 中 的 平衡 , 知 其 重量 W 等 于 浮力 : 

W= Pwog Vo. 
再 考虑 右 图 的 液体 中 比重 计 的 平衡 ; 
W = pg(Vo — AAh). 


94 。 第 二 章 ”流体 的 平衡 


图 2.18 液体 比重 计 


令 两 式 中 W 相等 ,并 根据 定义 


0 

Oo 

光 二 Vo 
得 到 S = V AAR 
_ VoS-1 
由 此 可 解 出 人 


如 果 按 此 式 给 定 不 同 S 值 算出 相应 Ah , 先 标 在 比重 计 的 玻璃 上 ,只 要 把 比重 计 
一 插入 液体 ,马上 就 可 以 读 出 它 的 比重 ,使 用 十 分 方便 . 

我 国人 民 很 早 就 对 浮力 的 规律 有 所 认识 ,并 在 许多 方面 得 到 应 用 . 众 所 周 
知 的 三 国 时 代 “ 曹 冲 称 象 " 的 故事 ,就 是 利用 浮力 与 重力 平衡 的 原理 . 宋代 僧人 
怀 丙 在 打捞 沉 于 河 底 的 铁 牛 ( 重 数 万 斤 ) 时 ,将 铁 牛 系 于 两 条 满载 土石 的 大 船 , 慢 
慢 印 去 土石 , 船 在 淫 起 时 即将 铁 牛 拉 出 水 面 . 怀 丙 创造 的 浮力 起 重 法 ,到 了 16 
世纪 才 在 欧洲 由 意大利 数学 家 H. 卡 丹 设计 并 使 用 . 英国 著名 科技 史学 家 I. 李 
约 瑟 指 出 ; 在 现代 , 怀 丙 的 方法 已 成 为 标准 的 实用 的 方法 ”. 北魏 页 思 克 的 《 齐 
民 要 术 》 记 载 了 用 精心 挑选 的 莲子 、 鸡 蛋 等 物 投 和 盐水、 观测 其 沉浮 以 测定 盐 讽 
的 浓淡 ,实际 上 和 例 2.5 所 述 现代 的 液体 比重 计 的 原理 是 完全 一 致 的 . 

现在 我 们 简单 地 讨论 一 下 浸没 在 静止 重 流体 中 的 物体 的 稳定 性 问题 . 例 
如 ,一 只 船 的 浮力 中 心 与 重心 本 来 在 一 竖 直 线 上 ,是 平衡 的 . 突然 一 阵风 把 它 吹 
得 倾 侧 了 ,那么 当 这 阵风 过 后 它 是 会 翻 倒 呢 ,还 是 会 恢复 平衡 ? 这 便 是 稳定 性 问 
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题 . 如 果 它 恢复 平衡 ,我 们 说 原来 的 平衡 态 是 稳定 的 , 若 翻 倒 则 就 是 不 稳定 的 . 
我 们 首先 讨论 完全 浸没 在 静止 重 流体 中 


物体 的 稳定 性 . 例如 ,图 2.19 所 示 的 气球 ， 
由 于 载重 集中 在 下 方 的 吊 篮 ,而 浮力 主要 是 
上 方 的 轻 气 球 产生 的 ,所 以 显然 浮力 中 心 高 
于 重心 . 当 浮 力 中 心 与 重心 在 一 竖 直 线 上 
时 , 它 是 平衡 的 ( 左 图 ). 假设 一 阵风 把 气球 
吹 偏 ,如 右 图 所 示 ,浮力 中 心 与 重心 不 成 一 条 
线 , 浮 力 Fs 和 重力 W 就 产生 了 一 个 力矩 
显然 ,这 个 力矩 的 方向 是 使 气球 趋 于 回 到 平 


衡 位 置 . 因此 我 们 说 它 是 稳定 的 . 读者 可 以 
分 析 一 下 ,如 果 把 吊 篮 装 到 气球 顶 上 ,被 一 阵 图 2.19 气球 的 稳定 性 
风 吹 偏 后 , 它 还 会 恢复 平衡 吗 ? 显然 不 会 . 
由 此 我 们 可 以 论断 :完全 浸没 在 静止 流体 中 的 物体 , 若 其 浮力 中 心 高 于 重心 , 平 
衡 是 稳定 的 ; 若 其 浮力 中 心 低 于 重心 ,平衡 是 不 稳定 的 . 
部 分 浸没 在 静止 重 流体 中 物体 的 平衡 稳定 性 问题 要 复杂 一 些 .例如 ,考虑 


图 2.20 船舶 的 稳定 性 


图 2.20 中 浮 在 水 面 的 船 . 左 图 示 平 衡 位 置 ,浮力 中 心 B 在 水 面 以 下 ,而 载重 常 
集中 到 水 面 以 上 的 船体 中 ,因而 重心 G 高 于 浮力 中 心 BB. 这 时 如 果 船 借 侧 如 右 
图 , 它 还 能 不 能 恢复 平衡 呢 ? 注意 :与 完全 浸没 在 水 中 的 物体 不 同 , 浮 在 水 面 上 
的 船 在 左右 两 图 中 排 开 水 的 位 置 是 互 不 相同 的 . 左 图 中 排 开 的 是 吃水 线 CC 以 
下 的 水 , 右 图 中 则 排 开 吃水 线 DD’ 以 下 的 水 . 两 者 相 比较 , 右 图 比 左 图 少 排 开 左 


，96 第 二 章 ”流体 的 平衡 


方 OCD 中 的 水 而 多 排 开 右 方 OC 厂 “的 水 . 所 以 右 图 排水 体积 的 几何 中 心 应 比 
左 图 排水 体积 几何 中 心 向 右 移动 ,例如 由 B 点 移 到 点 . 根据 阿 基 米 德 定律 ， 
浮力 中 心 就 是 所 排水 体积 的 几何 中 心 ,因此 右 图 中 的 浮力 Fs 不 再 通过 B 点 ,而 
是 通过 五 点 . 我 们 把 过 玉 点 的 竖 直线 与 BG( 或 其 延长 线 ) 的 交点 M 叫做 定 倾 
中 心 . 很 显然 ,如 果 M 点 高 于 G 点 ,那么 右 图 中 浮力 Fs 与 重力 W 产生 的 力矩 
使 船 趋 于 恢复 平衡 . 若 M 点 低 于 G 点 , 则 Fs 与 W 产生 的 力矩 使 船 趋 于 偏离 平 
衡 . 于 是 我 们 可 以 论断 :部 分 浸没 在 静止 重 流体 中 物体 平衡 的 稳定 性 ,取决 于 物 
体重 心 与 定 倾 中 心 的 相对 位 置 : 若 定 倾 中 心 高 于 重心 ,物体 的 平衡 是 稳定 的 ; 若 
定 倾 中 心 低 于 重心 ,物体 的 平衡 是 不 稳定 的 . 这 就 是 为 什么 船 的 重心 高 于 浮力 
中 心 时 仍 能 保持 稳定 平衡 . 定 倾 中 心 的 位 置 不 仅 依赖 于 平衡 时 物体 重心 与 浮力 
中 心 的 相对 位 置 ,也 依赖 于 吃水 线 上 物体 横 截 面 的 转动 惯量 ,流体 的 密度 和 物体 
的 重量 ,详细 的 计算 可 参看 有 关 的 专业 书籍 (例如 ,参考 书 的 [12] 的 第 3 章 ). 
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前 面 几 节 主要 讨论 均 质 流体 ,其 中 密度 p= 常 数 . 本 节 以 地 球 表面 上 的 大 
气 为 例 , 说 明 如 何 研 究 非 均 质 流体 的 平衡 . 仍 取 z 轴 竖 直 向 上 ,那么 在 均匀 重力 
场 中 (g = 常数 )(2.3.2) 式 成 立 : 


dz =- 08: (2.7.1) 
和 均 质 流体 不 同 的 是 ,这 里 o 是 变数 . 对 于 大 气 ,我们 有 状态 方程 
p = ORT. (2.7.2) 


这 里 R 是 气体 常数 ,对 空气 R=287J/(kg*K), 荆 是 大 气 的 绝对 温度 (K). 这 样 
一 来 ,除了 p 和 wp 以 外 又 引入 了 第 三 个 变量 人 ,因而 需要 补充 第 三 个 方程 (例如 
由 能 量 守恒 导出 的 热传导 方程 ). 
事实 上 ,大气 中 思 ,p,T 等 参数 随 高 度 z 的 变化 规律 不 仅 随 地 点 而 异 , 而 且 随 
季节 , 层 夜 ,气候 等 无 时 无 刻 不 在 变化 着 . 为 了 设计 和 试验 飞行 器 的 需要 和 为 了 便 
于 比较 不 同 国家 飞机 和 火箭 的 性 能 ,国际 上 根据 多 年 观测 结果 ,约定 建立 一 个 大 气 
模型 ,代表 大 气 中 参数 随 高 度 变 化 的 平均 规律 ,这 一 模型 叫做 国际 标准 大 气 . 
国际 标准 大 气 规定 :海平 面 z=0 处 的 大 气 参数 为 
温度 Tu = 288K = 15C， 
| po = 1.225kg/m’, (2.7.3a) 
压强 po = 1.013 x 105Pa = 760mmHg. 
zx=0 一 Ltkm 的 范围 内 温度 直 减 率 = 一 6.5C /km. 
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海平 面 处 的 压强 值 又 叫做 1 个 标准 大 气压 ,简称 大 气压 (atm) ,工程 上 也 常 
用 作 压 强 的 单位 . 

现在 考察 大 气 中 的 温度 了 随 高 度 的 分 布 . 在 高 度 x 处 取 一 块 水 平 的 单位 
面积 ,以 它 为 底 和 dz 为 高 做 一 微 元 六 面体 ,考虑 它 的 能 量 守恒 . 由 于 大 气 是 静 
止 的 ,没有 机 械 能 变化 也 没有 对 流传 热 ; 又 由 于 温度 工 只 随 高 度 z 而 变 , 所 以 在 
水 平方 向 没有 热传导 ,而 由 底面 传导 和 人 的 热量 g 等 于 由 顶 面 传导 出 的 热量 g++ 


99dz， 即 有 9 = 0. 注意 第 1.1 节 的 傅 里 叶 定 律 (1.1.11) 式 给 出 g= 一 k 守 ， 


于 是 有 dT (2.7.3b) 


通常 将 zx=0 一 1lkm 与 x=11 一 50km 的 高 度 范围 分 别称 为 对 流 层 与 平流 层 , 根 
据 观 测 在 对 流 层 内 大 气温 度 随 高 度 增加 旦 线性 递减 ,而 在 平流 层 的 下 部 即 = = 
11 一 20km 的 范围 内 ,大 气温 度 几 乎 不 随 高 度 变 化 ,有 人 称 这 一 层 为 同 温 层 . 假 
定 大 气 的 热传导 系数 & 为 常数 . 对 (2.7.3b) 式 积分 并 利用 (2.7.3a) 式 中 的 温度 
和 温度 直 减 率 条 件 确定 其 积分 常数 , 即 可 获得 这 两 层 中 温度 变化 规律 是 对 流 层 
(0 委 z 委 11 000m): 


T= To- Be (8= 0.006 5K/m). (2.7.4) 
同 温 层 (11 000m< =<20 100m) 
T= Tu = 216.5K =- 56.5C (2.7.5) 


根据 上 面 给 出 的 参数 ,我 们 就 可 以 由 (2.7.1) 和 (2.7.2) 解 出 大 气 中 的 压强 和 密 
度 随 高 度 变化 规律 


对 流 层 
由 (2.7.2) 和 (2.7.4) 式 有 
:= pl (2.7.6) 
. .7. 
”各 al- 去 = 
将 此 式 代 人 (2.7.1), 对 z 积分 ,注意 z=0 时 媚 = po ,得 到 
:Topog 
PP_/!_ Bm 
于 = 人 (2 
将 此 式 代 人 (2.7.6) 可 得 
六 
pa (1 | (2.7.8) 


将 (2.7.3) 的 参数 值 代 人 上 式 得 到 


pb 和. 5.256 Pp _ 之 4.256 
po (1- #4) i (i 本 30 oe 
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式 中 z 的 单位 是 m. 根据 此 式 算出 z=11km 时 ， 


pulpo 一 0.222 pulpo 一 0.297. (2.7.10) 
同 温 层 
将 (2.7.5) 代 入 (2.7.2), 有 
p 
= pn, 2.7.11 
e pil! : ( ) 
代入 (2.7.1), 对 z 积分 ,并 注意 z=11 000m 时 p= pi ,有 
ps Pi 
人 exp pA 11 000) |. (2.7.12) 
由 (2.7.11) ,ploun 三 p/pu, 代 人 具体 数值 得 
> = 人 = exp[- (z - 11 000)/6 340], CE 


式 中 z 的 单位 是 m. 
根据 以 上 公式 ,已 经 制 成 了 国际 标准 大 气 表 , 表 2.1 中 只 摘 引 了 部 分 数据 
(其 中 最 右 一 列 的 a 是 大 气 中 的 声速 ,参看 下 册 第 10.2 节 ). 我 们 看 到 ,在 z= 
15km 高 度 ,压强 p 约 为 海平 面 压强 po 的 十 分 之 一 . 
表 2.1 国际 标准 大 气 


z(km) T(K) plpo plpo a (m/s) 
0 288.0 1.000 1.000 340.3 
5 255.5 0.533 0.601 320.5 
10 223.0 0.261 0.337 299.4 
11 216.5 0.223 0.297 295.0 
15 216.5 0.119 0.158 295.0 
20 216.5 0.054 0.072 295.0 
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由 (2.7.1) 式 我 们 知道 ,在 平衡 时 大 气 的 压强 p 只 随 高 度 z 而 变 . 在 第 2.3 
节 末 我 们 还 提 到 ,平衡 时 密度 p 也 只 随 z 而 变 . 根据 状态 方程 (2.7.2), 这 就 要 
求 温度 了 也 只 随 z 而 变 ,在 水 平 层 中 保持 常数 . 但 实际 上 ,同一 高 度 的 大 气 层 中 
也 常 有 温度 差 异 , 这 就 会 破坏 大 气 的 平衡 ,引起 竖 直 方向 的 运动 . 假定 大 气 中 某 
一 体积 为 V 的 气 团 的 温度 本 高 于 周围 同一 高 度 上 大 气 的 温度 本 ,那么 ,由 于 同 
一 高 度 上 压强 p 相同 , 根据 (2.7.1) 必 有 气 团 的 密度 p 小 于 同 高 度 周 围 大 气 的 
密度 p, 从 而 气 困 所 受 的 浮力 Fs = pgV 大 于 气 团 的 重量 W= pgV, 气 团 会 上 升 . 
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如 果 它 上 升 一 小 段 高 度 后 有 返回 原 高 度 的 趋势 ,我 们 就 说 它 是 稳定 的 ;如 果 它 上 
升 一 小 段 高 度 后 仍 有 继续 上 升 的 趋势 就 说 它 是 不 稳定 的 . 对 于 下 降 的 气 团 也 有 
类 似 的 分 析 . 大 气 中 某 一 高 度 上 的 气 团 在 竖 直 方向 上 相对 稳定 的 程度 叫做 大 气 
静 力 稳定 度 ,简称 大 气 稳 定 度 . 

气 团 上 升 时 ,由 于 压强 p 随 高 度 上 升 而 递减 , 它 的 密度 o 和 温度 下 也 会 相 
应 变化 . 它 是 否 趋 于 返回 原 高 度 取 决 于 新 高 度 上 p 与 周围 密度 po 的 相对 大 小 . 
一 般 认为 , 气 团 运动 时 间 很 短 ,高度 范围 变化 不 大 时 , 气 团 来 不 及 与 周围 大 气 交 
换 热 量 ,可 以 把 气 团 的 运动 当 作 绝热 过 程 , 即 

p= co7， (2.8.1) 

这 里 c 是 常数 ,ys:1.4, 是 空气 的 绝热 指数 . 结合 状态 方程 (2.7.2) 可 得 气 团 温 
度 一 随 记 的 变化 


A A (2.8.2) 
oR 
此 式 两 端 取 对 数 微分 可 得 


将 (2.7.1) 代 入 上 式 , 并 利用 状态 方程 ,得 到 竖 直 绝热 运动 的 气 团 温度 随 高 度 的 
变化 率 为 


高 到 二 于 = 区 蔷 = 9.77 x 103K/m. (2.8.3) 
rs 在 气象 学 上 叫绝 热 温度 直 减 率 . 我 们 看 到 , 气 团 每 绝热 上 升 约 100m, 其 温度 


降低 1K. 
记 气 团 在 浮力 与 重力 作用 下 的 上 升 加 速度 为 =, 则 有 


a 三 一 = Dev -08Y Ce 二 EB 
pV ovV O 
注意 p=pRT =pRT, 可 将 上 式 改写 为 
二 T= Le (2.8.4) 

此 式 指出 ,如 果 在 某 一 高 度 上 T > 下 ,加 速度 为 正 值 , 气 团 趋 于 上 升 ; 如 果 T'< 
个, 加 速度 为 负 值 , 气 团 趋 于 下 降 ; 如 果 T = 个 ,加 速度 等 于 零 , 气 团 与 周 围 大气 
平衡 ; 当 TT 与 相差 越 大 时 , 竖 直 加 速度 就 越 大 . 

这 样 我 们 看 到 ,如 果 气 团 上 升 过 程 中 , 工 降 得 比 开 快 ,到 了 某 一 高 度 工 变 
得 低 于 个 ,那么 气 团 就 会 趋 于 下 降 返 回 原 高 度 . 反之 ,如 果 上 升 过 程 中 ,本 降 得 
比 工 慢 , 那 么 TT 总 保持 高 于 芽 , 气 团 也 就 总 是 趋 于 继续 上 升 . 因此 ,如 果 静 止 大 
气 中 的 温度 分 布 是 


T=T,-p (8>0) (2.8.5) 
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的 话 ,我 们 可 以 得 到 结论 : 

当 B>rs 时 ,大 气 层 是 不 稳定 的 ; 

当 p< ra 时 ,大 气 层 是 稳定 的 . 
换 名 话说, 如果 每 升 高 100m 时 温 降 超过 约 1K, 大 气 层 是 不 稳定 的 ;如 果 每 升 高 
100m 时 温 降 小 于 约 1K, 大 气 层 是 稳定 的 . 

在 实际 计算 大 气 稳定 度 时 ,必须 考虑 大 气 中 含有 水 份 的 影响 ,这 方面 可 参看 
有 关 的 气象 学 或 大 气 热力 学 书籍 (例如 参考 书 [30]). 


小 结 


在 这 一 章 中 我 们 介绍 了 流体 静 力 学 的 基本 概念 . 流体 的 平衡 包括 流体 在 惯 
性 系 中 静止 或 均匀 地 做 匀速 直线 流动 ,也 包括 在 某 一 非 惯 性 系 中 处 于 相对 静止 . 
平衡 流体 的 最 大 特点 是 不 能 承受 切 应 力 , 其 应 力 张 量 可 以 用 单一 标量 压强 来 表 
示 ， 

(2.2.3) 式 是 对 任意 平衡 流体 成 立 的 基本 方程 . 它 的 推导 虽然 很 简单 ,但 所 
用 的 方法 (分 析 某 一 微 元 体积 的 受 力 ) 却 对 于 今后 分 析 更 复杂 的 流体 力学 问题 都 
具有 普遍 意义 ,必须 好 好 掌握 . 读者 还 应 该 善于 从 这 一 方程 出 发 ,分 析 均 质 流 
体 \ 正 压 流 体 和 斜 压 流体 平衡 时 体力 所 应 满足 的 条 件 ,研究 不 同体 力作 用 下 的 流 
体 分 界面 形状 . 

流体 静 力 学 的 核心 问题 是 计算 全 部 或 部 分 浸没 在 流体 中 物体 所 受 的 压强 合 
力 . 读者 应 该 熟练 掌握 计算 平 壁 和 曲 壁 受 力 的 方法 ,特别 是 会 正确 指出 压力 体 ， 
对 于 有 自由 面 的 流体 要 会 判断 什么 时 候 需 要 考虑 自由 面 以 上 的 大 气压 、 什 么 时 
候 不 需 考虑 . 由 于 水 是 一 种 应 用 最 为 广泛 的 均 质 流体 ,读者 应 该 记 住 水 的 密度 
=1 000kgljm . 流体 静 力 学 计算 在 工程 上 具有 极 强 的 实践 性 ,读者 务必 注意 单 
位 换算 (例如 压强 的 法 定单 位 是 帕 , 但 工程 上 有 时 还 用 大 气压 ,毫米 水 银 柱 ,毫米 
水 柱 等 ) ,分 清 绝对 压强 与 表 压 ,力求 数值 准确 无 误 . 

本 章 讲 的 流体 静 力 学 规律 ,帕斯卡 原理 和 阿 基 米 德 定律 都 有 重要 的 应 用 . 
最 后 两 节 以 大 气 作为 非 均 质 流体 的 实例 也 在 气象 学 和 航空 .宇航 上 有 实用 意义 . 
此 外 ,本 章 的 理论 还 可 以 推广 到 在 自身 引力 作用 下 的 流体 ,在 天 体 物 理学 上 用 来 
研究 星球 的 形状 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参看 有 关 专 业 书 籍 . 
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(二 ) 大 气 的 压强 

1630 年 意大利 业余 科学 家 G.G.B. 贝 利安 尼 (1582 一 1666) 发 现 一 根 虹 吸管 
跨 过 11m 的 高 山 即 不 再 工作 ,佛罗伦萨 市 的 气井 工人 也 观察 到 抽水 泵 中 的 水 柱 
高 度 总 超 不 过 10m 左右 . 这 些 现象 使 G. 伽利略 (1$64 一 1642) 感 到 困惑 ,并 给 予 
错误 的 解释 . 1640 年 G. 伯 蒂 试图 做 一 个 实验 证 明 抽 水 泵 中 的 水 柱 高 度 可 以 超 
过 10m, 但 未 获 成 功 :也 许 是 贝 利安 尼 希 望 了 解 E. 托 里 拆 里 (1608 一 1647) 对 这 
些 现象 的 意见 ,1643 年 托 里 拆 里 与 V. 维 维 安 尼 (1622 一 1703) 重 复 贝 利安 尼 与 
伯 蒂 的 实验 ,但 不 用 水 而 用 重量 递增 的 液体 如 海水 、 蜜 液 和 水 银 等 . 这 样 他 们 用 
较 短 的 玻璃 管 就 可 以 进行 实验 了 . 具体 的 作法 是 用 一 根 下 端 封闭 的 玻璃 管 . 从 
上 端 注 入 水 银 , 直至 上 边缘 处 ,用 一 手指 封闭 顶端 ,将 玻璃 管 倒置 ,并 浸入 一 盛 有 
水 银 的 容器 中 , 当 移 去 手指 后 ,管内 的 水 银 柱 即 下 降 ,直至 距 容器 水 银 面 约 30 英 
才 处 . 托 里 拆 里 设想 这 也 许 是 由 于 玻璃 管内 的 水 银 柱 被 自由 水 银 面 上 的 大 气压 
强 平衡 住 了 . 但 这 仅 是 一 个 假想 ,没有 实验 证 实 他 就 去 世 了 . 

B. 帕斯卡 (1623 一 1662) 从 M. 默 森 (1588 一 1648) 那 里 知道 托 里 拆 里 的 实验 
后 ,开始 有 些 怀疑 ,又 亲自 用 水 和 水 银 重 复 这 一 实验 ,就 有 些 相信 托 里 拆 里 的 设 
想 了 . 但 深信 这 一 设想 还 是 在 完成 了 下 述 关键 性 实验 之 后 . 

1648 年 9 月 在 帕斯卡 的 指导 下 , 佩 里 厄 具 体 负责 进行 这 一 实验 , 沿 着 奥 弗 
涅 山脉 多 姆 山 的 斜坡 ,从 山脚 到 山顶 依次 设置 若干 个 观测 站 ,每 一 站 安装 一 个 托 
里 拆 里 式 的 水 银 气 压 计 ,所 用 玻璃 管 与 水 银 均 相同 ,在 每 站 测量 水 银 柱 的 高 度 ， 
结果 发 现 水 银 柱 高 度 随 着 观测 站 高 度 的 增加 而 递减 . 同时 ,在 山脚 下 还 设置 了 
另 一 气压 计 , 由 另 一 观测 者 不 时 记录 其 水 银 柱 高 ,发现 仅 有 微小 的 变化 ,这 充分 
表明 :气压 计 水 银 柱 高 度 的 变化 与 沿 山高 度 气压 的 变化 有 密切 关系 ,翌日 , 佩 里 
厄 又 在 克 莱 蒙 最 高 的 塔 顶 和 塔 脚 重复 了 他 的 实验 ,结论 是 肯定 的 ,但 不 够 明显 ， 
后 来 , 巴 斯 卡 又 亲自 在 巴黎 的 高 层 大 厦 上 做 过 实验 . 

约 在 1659 年 ,R. 波 义 耳 (1627 一 1691) 用 实验 证 明 :气压 计 中 水 银 柱 的 高 度 
取决 于 外 部 压强 ,他 将 一 个 一 端 封 闭 的 玻璃 管 注 满 水 银 ,倒置 于 一 盛 有 水 银 的 容 
器 中 ,然后 将 它们 放 在 抽 气 泵 的 气 锥 里 ,让 玻璃 管 的 上 端 穿 过 气 铅 盖 上 的 一 个 
孔 ,并 用 粘 接 剂 密封 这 个 孔 , 当 抽 气泵 工作 后 ,水 银 柱 便 往 下 降 , 每 抽 一 次 气 , 水 
银 面 就 下 降 一 些 , 但 它 不 能 降 到 与 容器 中 的 水 银 面 同 高 ,总 是 要 高 出 一 英寸 左 
右 , 波 义 耳 认为 这 是 由 于 有 空气 漏 人 引起 的 . 他 还 发 现 把 更 多 的 空气 压 人 气 铅 
时 ,水 银 柱 高 度 将 大 大 超过 通常 的 27 英寸 左右 ,如 果 把 这 部 分 空气 放 掉 , 它 又 会 
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恢复 到 原来 的 高 度 . 根据 这 些 结果 , 波 义 耳 确信 ,一 个 封 密 管 子 中 的 水 银 柱 之 所 
以 处 于 一 定 高 度 是 由 于 水 银 柱 的 压强 要 与 外 部 空气 的 压强 保持 平衡 的 缘故 . 


习 题 


“2.1 均 质 流体 体积 为 z+, 处 于 平衡 状态 ,其 体力 指向 一 固定 的 中 心 且 与 质点 离开 该 中 
心 距离 成 正比 . 求 自由 面 的 形状 . 如 ==1 000m; , 且 在 距离 为 lem 时 对 lg 质量 的 吸引 力 为 
10 怀 N, 如 流体 为 水 , 试 计算 中 心 点 的 压强 . 

“2.2 给 出 如 下 体力 场 ,分 别 在 (a) 均 质 或 正 压 流体 (b) 斜 压 流 体 情 况 下 说 明 流 场 能 否 静 
止 : 

(Df=(yY +t)it(z tzrtr)j+(r +ry+ yk; 


(2) 了 = - 生 r, 开 为 常数 ,r 是 向 径 . 
“2.3 图 示 一 种 酒精 和 水 银 的 双 液 测 压 计 , 细 管 上 端 为 大 气压 时 酒精 液 面 高 度 为 零 . 当 
细 管 上 端的 表 压 为 p 时 ,酒精 的 液 面 下 降 h. 试用 di ,ds ,d。 和 六 来 表示 尹 酒精 和 水 银 密 
度 均 为 已 知 . 
2.4 ”如 图 的 微 测 压 计 用 来 测量 两 容器 已 和 了 中 的 气体 压强 差 . 试用 8,d ,pi,p 表示 
pe 一 加 ,并 说 明 当 横 截面 积 a<A ,而 且 两 种 液体 密度 ok 和 ps 相近 时 ,很 小 的 ps - ps 就 能 
引起 很 大 的 液 面 高 差 d ,从 而 提高 了 测量 精度 . 


2.3 题 图 2.4 题 图 


"2.5 图 为 装 在 做 水 平 匀 加 速 运动 物体 上 的 UU 形 管 式 加 速度 测 器 ,已 测 得 两 管 中 液 面 差 
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hh=4cm, 两 管 相距 L = 二 20cm, 求 该 物体 加 速度 的 大 小 和 方向 . 


2.5 题 图 2.6 题 图 


“2.6， 如 图 一 圆柱 形容 器 ,其 顶 盖 中 心 装 有 一 敞 口 的 测 压 器 ,容器 装 满 水 . 测 压 管 中 的 水 
面 比 顶 盖 高 h ,圆柱 形容 器 直径 为 D. 当 它 绕 其 竖 直 轴 以 角速度 Q 旋转 时 ,项 盖 受到 多 大 的 
液体 向 上 总 压力 ? 

2.7 一 个 充满 水 的 密闭 容器 ,以 等 角速度 0 绕 一 水 平 轴 旋 转 . 试 证 明 它 的 等 压 面 为 贺 
柱 面 , 且 该 圆柱 面 的 轴线 平行 于 转动 轴 , 并 比 转动 轴 高 g/0”. 

2.8 试 求 图 中 窗口 所 受 内 外 流体 作用 力 合力 的 大 小 和 位 置 ,窗口 外 为 大 气 . 


2.8 题 图 


“2.9 如 图 所 示 波 纹 形 壁面 ,波纹 为 半圆 形 ,半径 为 2. Scm, 试 求 由 水 平面 向 下 前 ” 个 波 
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纹 壁 面 所 受到 空气 和 水 的 水 平 与 竖 直 合力 的 大 小 . 又 问 水 面 下 1 m 和 1.15 m 两 个 深度 之 间 


的 壁面 受到 空气 与 水 的 水 平和 竖 直 合力 的 大 小 \ 方 向 如 何 ? (壁面 在 垂直 书面 方向 取 单 位 宽 
度 .) 


2.9 题 图 2.10 题 图 


2.10 曲面 形状 为 3/4 个 圆柱 ,半径 为 >= 0.8 m, 宽 度 为 1 m, 其 中 心 线 沿 水 平方 向 ,位 
于 水 面 下 h=2.4 m 深 处 , 求 曲面 所 受 液体 总 压力 . 
“2.11 一 正方 形 木 块 , 边 长 为 30 cm, 其 重心 位 置 如 图 (a) 所 示 ,并 有 一 半 浸 和 信 水中, 当 木 
块 被 转动 45 角 时 ,如 图 (b) 所 示 , 试 求 木 块 的 恢复 力矩 . 


2.11 题 图 ， 


2.12 如 图 直径 di =8 cm 的 圆柱 形 浮子 用 一 长 1=12 cm 的 绳子 系 在 直径 4 =4 om 的 
贺 阅 上 . 已 知 浮子 和 圆 阔 的 总 质量 M = 0.1 kg. 液体 是 汽油 ,密度 p= 0.74 gjcma， 求 汽油 液 
面 万 达到 什么 高 度 时 , 圆 阔 会 自动 打开 ? 

“2.13 一 液体 比重 计 的 外 形 如 图 所 示 , 质 量 为 35g. 求 此 液体 比重 计 的 测量 范围 (提示 ， 
液 面 必须 在 细 管 范围 ). 

2.14 求 图 中 圆锥 形 阀门 上 所 受 水 和 大 气 合力 方向 ,大 小 和 作用 线 . 已 知 a=2 cm, 5 = 

1 cm, c=3 cm, hh=0.3 m, 大 气压 po =1.013 x 105Pa. 
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1 cm (直径 ) 


2.12 题 图 2.13 题 图 


2.14 题 图 : 


2.15 在 绝热 的 大 气 中 ,p/p” = 常数 , 式 中 7 为 常数 . 试 求证 大 气压 强 p 随 高 度 z 的 变 
化 规律 是 
p= gz 二 po 
式 中 po 和 po 是 海平 面 (z=0) 上 的 压强 和 密度 . 
“2.16 海洋 记录 研究 室 位 于 海平 面 下 10 千 米 深度 . 在 此 种 深度 下 海水 的 压缩 性 非常 重 


要 , 故 可 将 体积 弹性 模 量 E， 5 =2.42x10?Pa 当 作 常数 而 算出 此 处 的 密度 和 压强 . 试 将 


此 结果 与 将 海水 当 作 均 质 流体 而 算出 的 密度 及 压强 对 比 , 以 百分比 表示 两 种 算法 的 差异 . 设 
海平 面 上 的 海水 比重 为 1.25. 


流体 运动 的 基本 方程 组 


本 章 介绍 流体 运动 时 所 应 遵循 的 基本 定律 及 其 数学 表达 式 , 也 就 是 流体 运 
动 的 基本 方程 组 . 

当 从 理论 上 解决 实际 流体 力学 问题 时 ,首先 是 在 认识 现象 的 基础 上 ,提出 理 
论 模型 , 即 运用 基本 物理 定律 和 假设 ,建立 方程 组 ,并 尽 可 能 作出 合理 简化 ,然后 
根据 所 提出 的 问题 确立 初始 条 件 及 边界 条 件 ,求解 方程 组 ,最 后 解 出 各 物理 量 的 
变化 规律 并 尽 可 能 与 实验 结果 进行 比较 . 由 此 看 出 ,建立 完整 的 流体 力学 基本 
方程 组 ,是 从 理论 上 解决 实际 问题 的 第 一 步 ,也 是 流体 力学 理论 的 核心 和 关键 . 

流体 运动 所 应 遵循 的 物理 定律 ,是 建立 流体 运动 基本 方程 组 的 依据 . 这些 
定律 应 该 是 最 基本 的 , 互 不 矛盾 ,包含 所 有 有 关 制 约 该 流体 运动 的 物理 关系 . 这 
些 基 本 物理 定律 主要 包括 质量 守恒 、 动 量 平衡 \ 动 量 矩 平 衡 、 能 量 守 便 (热力 学 第 
一 定律 ) 热力 学 第 二 定律 ,加 上 状态 方程 .本 构 方 程 (第 一 章 已 介绍 ). 

在 流体 力学 中 这 些 物理 定律 都 以 数学 方程 形式 表达 出 来 ,其 数学 表达 形式 
可 以 是 微分 形式 的 ,也 可 以 是 积分 形式 的 . 它们 应 该 是 一 组 封闭 的 方程 组 ,在 给 
定 的 边界 条 件 及 初始 条 件 下 ,存在 适 定 解 . 

为 使 建立 基本 方程 组 方便 ,3.1 节 引入 系 统 与 控制 体 的 概念 ,3.2 节 推导 雷 
诺 输 运 定理 . 3. 3 节 对 建立 基本 方程 组 的 基本 定律 及 数学 表达 形式 作 一 般 讨 
论 . 3.4 一 3.6 节 用 流体 力学 中 惯用 的 、 特 殊 的 微 六 面体 (控制 体 ) 建 立 微分 形式 
的 连续 性 方程 .运动 方程 和 能 量 方程 . 3.7 节 用 一 般 方法 建立 积分 形式 和 微分 
形式 的 流体 力学 基本 方程 组 . 3.8 节 介绍 状态 方程 ,3.9 节 介 绍 解 基本 方程 组 所 
用 的 初始 条 件 及 边界 条 件 ,最 后 ,3. 10 节 介绍 流体 力学 中 常用 的 主要 基本 理论 
模型 ,它们 是 流体 力学 基本 理论 展开 的 一 个 线索 和 说 明 . 


3.1 系统 与 控制 体 


(一 ) 系统 
在 流体 力学 中 ,系统 是 指 某 一 确定 流体 质点 集合 的 总 体 . 系统 以 外 的 环境 
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称 为 外 界 . 分 隔 系统 与 外 界 的 界面 , 称 为 系统 的 边界 . 系统 通常 是 研究 的 对 象 ， 
外 界 则 用 来 区 别 于 系统 . 系统 的 特点 是 : 

(1) 系统 将 随 系统 内 质点 一 起 运动 ,系统 内 的 质点 始终 包含 在 系统 内 ,系统 边界 
的 形状 和 所 围 空间 的 大 小 , 则 可 随 运动 而 变化 ; 

(2) 系统 与 外 界 无 质量 的 交换 ,但 可 以 有 力 的 相互 作用 ,及 能 量 ( 热 和 功 ) 
交换 ， 

如 果 我 们 的 研究 对 象 是 系统 ,由 于 力学 中 的 一 些 基 本 定律 是 建立 在 质点 、 质 
点 系 上 的 . 因此 ,流体 力学 这 些 力 学 定律 可 直接 用 原始 数学 形式 表达 出 来 . 依 
第 一 章 所 述 的 描述 流体 运动 的 方法 ,这 相应 于 拉 格 朗 日 的 描述 . 

但 是 在 流体 力学 的 多 数 问 题 中 ,把 系统 作为 研究 对 象 得 出 来 的 基本 方程 ,应 
用 起 来 并 不 方便 ,而 往往 更 感 兴趣 的 是 ,要 知道 流体 物理 量 的 分 布 ,这 就 需要 欧 
拉 描 述 ,因此 ,相应 必须 引进 控制 体 的 概念 . 

(二 ) 控制 体 9 

控制 体 是 指 在 流体 所 在 的 空间 中 ,以 假想 或 真实 流体 边界 包围 ,固定 不 动 形 
状 任 意 的 空间 体积 (可 运动 变形 的 控制 体 不 作 介绍 ). 包围 这 个 空间 体积 的 边 
界面 , 称 为 控制 面 . 

控制 体 的 特点 是 : 

(1) 控制 体 的 形状 与 大 小 不 变 ,并 相对 于 某 坐 标 系 固定 不 动 . 控制 体内 的 
流体 质点 组 成 并 非 不 变 的 . 

(2) 控制 体 既 可 通过 控制 面 与 外 界 有 质量 和 能 量 交换 ,也 可 与 控制 体外 的 
环境 有 力 的 相互 作用 . 

显然 ,力学 定律 要 适用 于 控制 体 ,必须 对 力学 定律 中 所 用 系统 物理 量 的 体积 
分 对 时 间 的 导数 , 作 一 改写 ,使 之 能 用 控制 体 的 积分 表达 出 来 . 由 于 控制 体 是 以 
空间 变量 描述 ,因此 ,其 相应 描述 方法 是 欧 拉 的 . 
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设 在 某 时 刻 的 流 场 中 ,单位 体积 流体 的 物理 量 分 布 函数 值 为 f(r,t), 则 z 
时 刻 在 流体 域 c 上 的 流体 ,有 总 物理 量 I 


r=| Rr de (3.2.1) 


例如 , 当 了 为 单位 体积 流体 的 质量 即 密度 分 布 函数 pl(r,t) 时 ,流体 域 r 上 的 总 
物理 量 即 为 总 流体 质量 M 


M = | plr,i)dr. 


108 ， 第 三 章 流体 运动 的 基本 方程 组 
当 为 单位 体积 流体 的 动量 分 布 函 数 pv 时 ,流体 域 r 上 的 总 物理 量 即 为 总 
动量 K 
K= I po 
当 f 为 单位 体积 流体 的 动能 分 布 时 ,流体 域 r 上 的 总 动能 
£=| 本 oozdr. 
一 般 来 说 ,体积 分 (3.2.1) 中 的 积分 域 是 可 变 的 , 即 在 上 时 刻 积分 域 是 r 这 


个 区 域 ,以 后 则 占有 另 一 个 区 域 ,而 且 其 大 小 、 形 状 都 可 能 发 生 改 变 . 很 显然 , 体 
积分 (3.2.1) 是 时 间 z 的 函数 1(z): 


a | flr,t)dr (3.2.2) 


在 本 章 中 ,常常 要 用 到 体积 分 (积分 域 上 系统 总 物理 量 ) 随 时 间 的 变化 率 . 
设 上 时 刻 在 流体 中 取 一 体积 r(z) ,其 周 界面 为 S(z), 周 界面 外 法 线 单 位 矢量 为 
n ,速度 为 u . 现 计算 1(z) 的 时 间 变 化 率 : 


起 1(2) 二 | fC)dr (3.2.3) 


为 此 ,对 上 式 作 如 下 考虑 . 
设 上 时 刻 体积 在 空间 位 置 r(:) 上 ,z+Az 时 刻 该 体积 到 达 另 一 位 置 r(zt + 
Ai) ,如 图 3.1 所 示 . 根据 时 间 导 数 的 定义 ,(3.2.3) 式 为 


图 3.1 可 变 体积 上 积分 的 时 间 导 数 


TI( + At) -1(z) 
ee 2 (3.2.4) 


BID = 有 
式 中 Tt) 由 (3.2.2) 表 示 ,而 1(t + Az) 表 示 为 
I(t + Ar ) = | + At)dr 


现 将 r(: + Az) 分 两 部 分 (图 3.1), 即 与 r(z) 重 合 部 分 r 及 r(t) 新 占有 区 
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域 部 分 为 zi ,又 设 从 r(z) 空 出 区 域 部 分 rs ,因而 有 
r(t+A) =rli+r 
=rl1 +(rz 十 za) 一 rs 
一 7Tl1 十 工 一 73， 
其 中 rt, + rs 即 为 体积 r, 于 是 体积 分 相应 为 
I(t +At) = I (z +Ai)+I(t+At)— I (zt +Al). (3.2.5) 
因此 


D _ 1 T(t +Az:)—1(z) 
Del?) -bm Ai 


A 


he Ai 

Tt+A)-TIG Tt+A) oI,(t+At) 

Ee 
(3.2.6) 


现 分 别 计算 上 式 右 端 三 个 极限 . 为 了 计算 第 一 个 极限 ,注意 到 I.(z + At) 
及 I.(z) 是 同一 空间 域 + 上 不 同时 刻 的 积分 ,因此 


I.(t+At)—1I(t) 3 
2 


< = 区 = | Fredr (3.2.7) 


At 一 0 A 


对 第 二 个 极限 ,注意 到 体积 分 
I (z+At) = | flr,t+Ar)dr 


中 的 积分 元 dr 可 取 为 如 图 3.1 所 示 的 r; 中 的 柱 形体 元 ,其 底面 积 为 空间 域 > 
的 边界 上 的 面 元 dA ,楼 边 长 为 | vAt | (这 里 v% 为 流体 质点 相对 于 面 元 dA 的 速 
度 矢 量 ). 因 r 的 边界 上 的 外 法 向 单位 矢量 为 n, 则 体积 元 

dr = wv: ndAAt, (3.2.8) 
这 可 理解 为 At 时 间 内 由 面 元 dA 移动 所 产生 的 体积 变化 ,于 是 第 二 个 极限 为 


I (z + At) | flrjt + At)dr 
lim — lim 一 一 一 一 一 


At->0 Ai wn ,At 
| flr,t +At)v: ndAAt 
站 


. =| Fr v* ndA, 


其 中 Si 为 rl 与 z 之 公共 表面 ,上 式 右 端 表示 单位 时 间 内 从 r 的 表面 S, 上 移 
出 的 物理 量 . 
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同 理 , 对 第 三 个 极限 ,注意 到 其 体积 分 中 的 体积 元 
NE (3.2.10) 
其 中 各 项 意义 与 前 相同 ,而 取 负 号 是 由 于 在 r; 中 wv 与 n 夹 角 为 钝 角 , 为 使 dr > 
0, 便 取 一 vn. 因此 ,第 三 个 极限 为 
I 十 ee 
ed =| A i (3.2.11) 


Ai 一 0 
其 中 S, 为 ts3 与 + ee ee 内 从 r 的 表面 5S, 移入 
的 物理 量 . 
Si、S, 组 成 z+ 的 全 部 边界 S. 这 样 , 式 (3.2.6) 的 第 二 和 第 三 个 极限 就 合并 
写 为 | | 


| flr,t)v.ndA +| flr,t)v*: ndA 
=|. f(r,t) vndA (3.2.12) 


= 中 Fr vndA. 


上 式 右 端 表示 时 刻 t 在 单位 时 间 内 从 z 的 表面 S 净 向 外 输 运 的 物理 量 . 
将 式 (3.2. 人 (3.2. re 起 代入 (3.2.6) 式 得 


坟 T(z) = 六 rt)dr 
(3.2.13) 
| Fra + 中 Ca 


上 式 表明 , 某 时 刻 一 可 变 体 积 上 系统 总 物理 量 的 时 间 变 化 率 , 等 于 该 时 刻 所 
在 空间 域 (控制 体 ) 中 物理 量 的 时 间 变 化 率 与 单位 时 间 通 过 该 空间 域 边界 净 输 运 
的 流体 物理 量 之 和 . 常常 称 此 为 雷诺 输 运 定理 . 

对 于 这 一 定理 注意 下 面 几 点 是 非常 重要 的 . 

(1) 在 推导 (3.2.13) 式 中 ,车 r*(z) 为 任 一 流体 体积 ,S* (z) 为 其 周 界面 ， 
周 界面 速度 为 w (7 ,zt), 外 法 线 单位 矢量 为 n, 则 以 同样 的 推导 可 得 


d 永 9 人 * 
oe a 这 | 元 /rt)dr， + flrs) v. ndA 


而 且 , 特 别 当 S* 为 物质 面 时 上 式 即 为 (3.2.13) 式 . 

(2) 车 将 控制 体 从 固定 不 动 体积 ,推广 到 是 可 运动 .可 变形 体积 时 ,上 式 即 
可 用 于 各 类 固定 的 、 运 动 的 .不 可 变形 、 可 变形 的 控制 体 ,流动 也 可 以 是 三 维 的 、 
三 向 的 或 非 定常 的 . 
” “(3) 在 推导 方程 (3.2.13) 时 ,系统 在 一 指定 的 流 场 中 运动 ,这 样 ,在 某 一 时 
刻 ,系统 体积 的 流动 物理 量 的 总 时 间 变 化 率 ( 即 方程 的 左边 项 ) 必 须 相 对 于 随 控 
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制 体 一 起 运动 的 观察 者 进行 计算 . : 

(4) 如 果 控 制 体 是 运动 的 和 变形 的 ,计算 方程 右边 第 一 项 时 应 注意 ,这 时 控 
制 体 , 随 之 其 积分 上 、\ 下 限 都 是 依赖 于 时 间 的 ,当然 ,被 积 函 数 f(r,zt) 也 有 可 能 
是 依赖 于 时 间 的 . 这 样 ,必须 先 计 算 积分 ,再 进行 微分 。 

(5) 如 果 控 制 体 是 固定 的 和 不 变形 的 . 则 右边 第 一 项 对 控制 体 的 积分 不 再 


依赖 于 时 间 , 即 与 微分 和 积分 的 顺序 无 关 , 即 右边 第 一 项 可 写 为 计 | /Cr,z)dr 


也 可 写 为 | 部 f(r,t)dr. 


(6) 如 果 控 制 体 以 常 速度 运动 但 不 变形 ,由 于 常 速 度 对 净 的 输 运 物理 量 没 
有 贡献 , 故 可 用 相对 速度 或 绝对 速度 . 

(7) 右边 第 二 项 代表 单位 时 间 通 过 控制 体 表 面 的 流体 净 输 运 物 理 量 , 式 中 
的 速度 v 应 为 流体 质点 相对 于 控制 体 表面 的 速度 . 


3.3 基本 方程 组 的 一 般 论述 


流体 力学 基本 方程 组 是 将 流体 运动 时 所 应 遵循 的 物理 定律 ,用 方程 形式 表 
达 出 来 ,其 目的 是 从 这 些 方程 中 解 出 流动 的 未 知 量 . 因此 这 里 就 有 应 遵循 的 定 
律 有 哪些 和 用 怎样 的 形式 表达 的 问题 . 

(一 ) 描述 流体 运动 的 基本 定律 

一 般 来 说 ,在 流体 力学 的 范围 内 ,流体 运动 必须 遵循 的 定律 有 : 

1. 质量 守恒 律 ， 

2. 动量 平衡 律 ， 

3. 动量 矩 平 衡 律 ， 

4. 能 量 守恒 律 (热力 学 第 一 定律 )， 

5. 炉 不 等 式 ( 热 力学 第 二 定律 ). 

很 明显 ,这 五 个 定律 是 制约 流体 运动 最 基本 的 物理 定律 . 其 中 前 三 个 是 力 
学 的 ,后 两 个 是 热力 学 的 . 由 于 流体 运动 常常 有 热 过 程 参 与 , 述 及 到 热力 学 量 ， 
这 就 要 用 到 后 两 个 定律 . 此 外 ,为 了 能 从 这 些 定律 组 成 的 方程 组 中 解 出 未 知 量 ， 
还 要 补充 其 它 方程 ,这 就 是 本 构 方 程 、 状 态 方程 ,它们 都 是 有 关 物 性 方面 的 重要 
方程 . 本 构 方 程 已 在 第 一 章 中 介绍 ,本 章 不 再 重复 . 状态 方程 将 在 后 面 介绍 . 

对 具体 的 流体 运动 ,不 一 定 需 要 应 用 所 有 的 定律 ,例如 ,对 不 可 压缩 流体 无 
热效应 的 流动 ,前 两 个 定律 即 已 完全 满足 . 

(二 ) 数学 表达 形式 
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对 上 述 定律 用 方程 表达 时 , 尚 需 考 虑 以 下 几 点 . 

1. 拉 格 朗 日 和 欧 拉 自 变量 的 选择 

凡 取 拉 格 朗 日 变量 为 自 变量 的 方程 形成 拉 格 朗 日 型 的 流体 力学 基本 方程 
组 ; 凡 取 欧 拉 变 量 为 自 变量 的 方程 形成 欧 拉 型 的 流体 力学 基本 方程 组 . 实际 上 
究竟 用 哪 一 种 ,应 视 具 体 问 题 预 定 ,如 侧重 于 研究 质点 运动 的 ,适用 前 者 ;侧重 于 
研究 量 的 分 布 的 ,适用 后 者 . 由 于 流体 力学 中 的 大 多 数 问 题 是 想 获 得 各 物理 量 
的 分 布 ,故常 常 多 采用 欧 拉 型 . 

2. 积分 形式 及 微分 形式 的 选择 

所 谓 积分 形式 或 微分 形式 ,是 指 基本 运动 定律 的 数学 表达 式 ,是 以 积分 形式 
还 是 以 微分 形式 出 现 . 

积分 形式 需 对 流体 取 有 限 体积 ,运用 基本 定律 经 积分 得 到 ;微分 形式 则 可 对 
流体 取 体积 元 ,运用 基本 定律 直接 得 到 ,也 可 对 流体 取 有 限 体积 ,运用 基本 定律 
经 积分 后 ,再 利用 积分 域 的 任意 性 而 得 到 . 

积分 形式 及 微分 形式 各 有 优 缺 点 ,积分 形式 在 求 总 体 性 量 (如 求 作用 于 某 一 
面 上 的 压强 合力 ) 时 较 简单 ,但 它 不 能 获得 物理 量 的 局 部 分 布 ( 如 压强 分 布 函 
数 ) ,需要 求 量 的 分 布 时 ,要 用 微分 形式 . 此 外 ,用 积分 形式 可 容许 量 在 域 中 不 连 
续 ,而 微分 形式 则 不 允许 . 


3.4 微分 形式 的 连续 性 方程 


质量 守恒 律 是 流体 运动 所 应 遵循 的 基本 定律 之 一 , 它 的 含义 是 包含 在 一 流 
体系 统 中 的 流体 质量 在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 另 一 种 说 法 是 ,在 一 固定 空间 中 
的 流体 质量 的 减少 率 等 于 在 此 期 间 通过 其 表面 的 质量 通 量 . 前 者 指 对 系统 ,后 
者 指 对 控制 体 . 将 此 定律 作 数 学 表达 即 为 连续 性 方程 . 

以 下 用 一 个 微 六 面体 元 控制 体 建立 微分 形式 的 连续 性 方程 ,这 种 方法 在 建 
立 微分 形式 的 流体 力学 方程 组 时 常常 采用 ,意义 清晰 . 

设 在 流 场 中 取 一 问 定 不 动 的 微 了 行 六 桓 体 (控制 休 ) ， 在 直角 坐标 系 Oxy 
中 , 边 长 取 为 dz ,dy,dz( 图 3.2). 

流体 运动 时 ,流体 将 流入 \ 流 出 该 控制 体 ,并 使 控制 体 中 的 流体 质量 产生 变 
化 . 下 面 来 计算 这 些 流 人 流出 量 及 控制 体 中 质量 的 变化 ,并 依据 质量 守恒 律 , 建 
立 连续 性 方程 . 

设 t 时 刻 A 点 流体 密度 为 p(z,y,z,t), 速 度 为 v(x,y,z,t), 其 分 量 是 
UU\W. 


考虑 六 面体 元 每 个 面 元 上 质量 的 流 人 或 流出 ,由 于 每 个 面 只 与 一 个 坐标 轴 


3.4 微分 形式 的 连续 性 方程 “113，: 


图 3.2 微 六 面体 元 


垂直 , 故 每 个 面 上 只 有 一 个 速度 分 量 使 相应 的 质量 流 人 或 流出 该 六 面体 . 先 计 
算 与 z 轴 相 垂直 的 两 个 面 上 的 质量 流量 . 
在 ABCD 面 上 ,Az 时 间 将 有 
pudydzAt 
的 流体 质量 进入 六 面体 ,而 在 EFGH 面 上 ,Az 时 间 内 则 将 有 
pudydzAt + (oudydzAt)dz 

的 流体 质量 流出 该 六 面体 . 这 样 ,通过 这 两 个 面 ,At 时 间 内 就 有 

(ou)dydzdzAt (3.4.1) 


的 流体 质量 ( 净 ) 流 出 该 六 面体 . 同 理 可 计算 出 At 时 间 内 ,通过 DAEH 及 
BFGC 这 两 个 面 净 流出 的 流体 质量 为 


(00)dzdzdyAt. (3.4.2) 
通过 AEFB 及 DHGC 这 两 个 面 净 流出 的 流体 质量 为 
Epw)dzrdydzAt. (3.4.3) 
这 样 ,Al 时 间 内 通过 六 面体 的 全 部 六 个 面 净 流 出 的 质量 就 为 
[元 (oo) + 所 (en) + 区 (pw)]azdydzAe， (3.4.4) 
与 此 同时 ， 此 六 面体 内 的 质量 将 发 生变 化 ， 因 上 时 刻 ,在 六 面体 内 的 流体 质量 为 
pdxdydz; 


故 经 过 At 时 间 , 即 在 t+ At 时 刻 ,六 面体 内 的 质量 将 是 
odzdydz + (pdzrdydz)Ar. 
在 At 时 间 内 ,六 面体 内 的 质量 增加 了 
FdzdydzAt 
或 减少 了 
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-~ SedzdydzAr. (3.4.5) 
于 是 ,依据 质量 守恒 定律 ,At 时 间 内 ,六 面体 内 所 减少 的 质量 一 定 与 同一 时 间 内 
从 六 面体 中 流出 的 质量 相等 : 
一 了 dzdydzAt 


= [到 (ov) 十 把 (on) 十 六 (pw) | dzdydzAt, 
约 去 等 式 两 端的 dzdydzAz ,就 有 


P+ + 0 (3.4.6) 


这 就 是 直角 坐标 系 中 流体 运动 的 微分 形式 的 连续 性 方程 . 上 式 第 一 项 代表 单位 
时 间 内 ,单位 体积 的 质量 增 量 , 第 二 三 、 四 项 代表 单位 时 间 内 、 单 位 体积 内 质量 


的 净 流 出 . 
利用 散 度 公式 : 
div (po ) = 范 (oo) + 功 (p0) + 六 (pw)， (3.4.7) 
(3.4.6) 式 可 改写 为 
P+div (po ) =0. (3.4.8) 
再 由 div (oo ) = pdivv+wv*: Vp 
TO 二 
及 De a 7 十 全， Vo， 
式 (3.4.8) 也 可 写 为 
Be + pdiv o = 0. (3.4.9) 
考虑 几 种 特殊 情况 ， 
(1) 对 定常 运动 ,六 =0, 连 续 性 方程 为 
div (pv ) = 0. (3.4.10) 


这 表示 从 单位 体积 内 净 流 出 的 质量 为 零 (质量 的 流 人 与 流出 相等 ). 
(2) 对 不 可 压缩 流体 ,由 于 流体 的 密度 在 运动 过 程 中 保持 不 变 , 故 应 有 


De 
De 0 (3.4.11) 
这 时 连续 性 方程 为 
divv = 0. (3.4.12) 


这 表明 ,流体 不 可 压缩 时 ,体积 不 膨胀 不 收缩 . 
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以 下 是 几 个 建立 流体 连续 性 方程 的 例子 . 注意 根据 具体 情况 (流动 特征 )， 
首先 选择 好 控制 体 , 然 后 选择 好 流动 参数 ,再 计算 控制 面 的 质量 流 人 流出 及 控制 
体内 质量 增加 ,利用 质量 守 衡 ,建立 连续 性 方程 . 这 些 方程 不 是 (3.4.8) 、(3.4.9) 
的 形式 ,但 它们 在 具体 问题 中 是 方便 适用 的 . 

例 3.1 流体 在 奔 曲 的 变 截面 细 管 中 流动 , 写 出 它 的 连续 性 方程 . 

解 ” 因 管 细 , 设 管 截面 上 物理 量 为 均匀 的 ( 若 y 
不 均匀 ,有 时 取 截 面 平均 值 ). 截面 位 置 用 管 轴 举 一 ， 
标 * 来 表示 ,截面 积 用 A 表示 , 设 A 是 ; 的 函数 A 三 一 Se 
=A(s), 沿 轴线 方向 的 管 流速 用 g 表示 , 它 是 * 及 
t 的 函数 ,密度 用 o 表示 , 它 也 是 及 t 的 函数 . 图 3.3 

为 建立 连续 性 方程 , 取 一 管 微 元 (控制 体 ), 其 长 度 为 ds, 管 微 元 体积 为 
Ads. 

因 管 微 元 控制 面 由 侧面 及 两 底面 组 成 ,经 侧面 无 流体 通过 . 单位 时 间 流 入 
控制 体 的 流体 质量 为 pgA ,流出 则 为 


CQA + (paA)ds > 
故 单 位 时 间 从 控制 体 净 流出 的 流体 为 
于 (ooA)ds， 
又 单位 时 间 控 制 体内 质量 减少 为 
-六 (pgA)ds， 
上 两 项 应 相等 , 故 | 
- 3Ads = 未 (paa)ds， 


简化 后 得 4 加 + 于 (paA) = 0， 
这 就 是 沿 变 截面 细 管 流动 的 连续 性 方程 . 
由 此 , 当 管 等 截面 时 ,连续 性 方程 为 


9p ,9(pg) _， 
ar ta =0. 


当 密 度 为 常数 时 ,连续 性 方程 为 
六 (4A) = 0， 
或 gqA = 常数 ( 沿 管 轴 )， 
即 单 位 时 间 的 体积 流量 沿 管 轴 不 变 . 上 式 中 若 再 加 上 A 为 常数 (等 截面 ), 则 有 
d = 常数 ( 沿 管 轴 )， 
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即 沿 管 轴 流 速 不 变 . 
例 3.2 沿 变 深度 矩形 截面 河道 水 面 上 有 波动 运动 , 求 此 波动 应 满足 的 连 
续 性 方程 . 


图 3.4 


解 设 z 轴 取 在 河道 方向 静止 水 面 上 , 自 静 止 水 面 算 起 的 深度 为 上 (z), 自 
由 表面 高 静止 水 面 为 &(z ,zt), 河 截面 平均 水 流速 度 为 u(xz,t), 河 宽 8 不 变 , 水 
密度 为 常数 p. 

取 一 长 为 dz 的 控制 体 , 如 图 所 示 , 控 制 体 体积 为 (h + 8)bdz, 设 从 控制 体 
” 左 侧面 单位 时 间 流 入 质量 为 p(h + 多 )bu , 则 从 右 侧面 单位 时 间 流 出 质量 为 


plh+ bbu + Fplh+ 多 天)dz， 

于 是 ,单位 时 间 自控 制 体 净 流出 质量 为 

0 [Ch + buldz. 

又 ,单位 时 间 控 制 体 质量 减少 为 

- [po(h + 5)bdz]， 

由 质量 守恒 ， 
-用 于 [+ 约 ]dz = wh + Guldz. 
两 端 约 去 相同 因子 pbdz, 又 有 不 随 z 变 , 故 连续 性 方程 为 
芳 + 东 [+ 9z] = 0. 

若 5<&h, 则 上 式 可 近似 为 


3a5 ,9(hu) _ 
+ 3 = 0. 


例 3.3 某 瞬 时 水 流通 过 具有 自由 面 的 蓄 水 通道 ( 见 图 3.5) ,已 知 通道 截面 


3.4 微分 形式 的 连续 性 方程 。， 117 ， 


积 4;=0.tm ,4;:=0.1lm2 ,自由 面 截面 积 A; =0.2m ,Al、A, 截面 上 流动 均 
匀 ,vi=1 mls,v =1.2 m/s, 求 该 瞬时 自由 水 面 的 变化 率 . 


图 3.5 


解 ” 取 控制 体 如 图 虚线 所 示 , 设 水 密度 为 常数 ,自由 面 上 的 水 位 变化 速度 是 
均匀 的 , 则 由 质量 守恒 ( 当 密 度 为 常数 时 即 为 体积 守恒 ) 得 
vA — viA! = v3A;, 
其 中 zs 为 自由 面 下 降 的 速度 . 代入 v1、A1、vs、As 及 4; 各 值 ,得 
za4; -viAl 
v3 二 二 
例 3.4 试 推导 拉 格 朗 日 型 微分 形式 连续 性 方程 . 
解 ” 设 一 流体 系统 ,有 微 元 体积 dr ,其 密度 为 p, 则 微 元 系统 有 质量 podr , 依 
质量 守恒 ,有 


_0.12-0.1 _ 
= 07 = 0.1 m/s. 


pdr = podro， 
其 中 po、dro 为 初始 to 时 , 微 元 系统 的 密度 及 体积 . 
因 zo 时 刻 坐标 为 zo ,yo , zo 的 流体 质点 ,在 t 时 刻 已 移 至 坐标 为 xz,y,z 的 
位 置 , 且 它 们 可 以 质点 的 拉 格 朗 日 变数 a、b、c 表示 : 
zo = x(a,b,c,to), 
| = y(a,b,c;to), 


zo = z(a;,p,cytio)， 


zx(a,b,c,t), 
y= y(a,b,c,t), 
z= z(a,b,c,t). 


同时 依 变 数 变换 
dro = dzodyodzo = Dodadpdc， 
dr = dzdydz = Dodadbdc, 
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2 
9a Da 9a 
_ |3zo 9yo 9zo 
本 Do. 0 ‘ap 
cz yo dzo 
dc 9c ac 
Da ay 
oa dda 9a 
9 
D=isz 2 3z|. 
90 9b 00 


az ay az 
dc gc gc 


将 dto、dr 代入 质量 守恒 等 式 , 得 
oD = po Do, 
这 就 是 拉 格 朗 日 型 微分 形式 连续 性 方程 . 


3.5 ”微分 形式 的 运动 方程 


动量 平衡 是 流体 运动 时 所 应 遵循 的 另 一 个 普遍 定律 . 它 的 含义 是 ,对 一 给 
定 的 流体 系统 ,其 动量 的 时 间 变 化 率 等 于 作用 于 其 上 的 外 力 总 和 . 其 数学 表达 
式 即 称 运动 方程 . 

(一 ) 运动 方程 的 推导 

以 下 用 微 六 面体 元 建立 微分 形式 的 运动 方程 . 

设 在 流 场 中 取 一 固定 不 动 的 控制 体 ( 微 六 面体 元 ) ,如 图 3.2 所 示 ,并 取 上 时 
刻 在 此 控制 体 体 元 内 的 流体 为 一 系统 . 设 A 点 的 密度 为 p ,速度 为 w ,其 分 量 为 
u、v、w. 作用 于 A 点 的 单位 质量 力 为 F， 作用 于 面 元 ABCD 、AEHD 、AEFB 上 
的 表面 力 分 别 为 P_,、P_,、P.,. 

先 计算 系统 之 动量 变化 率 . 在 时 刻 t 到 时 刻 t+ Ai， 微 六 面体 元 流体 系统 将 
运动 到 另 一 位 置 ,其 动量 也 发 生变 化 . 在 At 时 间 内 ,其 动量 变化 , 依 本 章 3.2 节 
的 公式 ,将 包括 两 部 分 ， 一 部 分 是 控制 体 微 六 面体 内 动量 的 变化 , 另 一 部 分 是 经 
体 元 控制 面 迁 移 的 动量 . 现 分 别 计算 如 下 : 

设 t 时 刻 控 制 体 内 动量 为 

pr 
则 在 上 + At 时 刻 控 制 体 的 动量 为 


pvdzdydz + (pvdzdydz)At 
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于 是 单位 时 间 内 ,控制 体内 动量 变化 为 
(po )dzdydz. 


经 控制 面 迁移 的 动量 ,可 分 别 对 六 个 面 元 来 计算 . 在 ABCD 面 上 ,Az 时 间 
内 流 人 的 动量 是 
puvdydzAt, 
在 EFGH 面 上 At 时 间 内 流出 的 动量 为 


puvdydzAt + 3 [puvdydzAt Jdz, 

于 是 At 时 间 内 在 此 两 对 面 上 净 流 出 的 动量 为 

(puv )dydzdzAt. 
同 理 ,经 AEHD 、BFGC 两 对 面 净 流出 动量 为 

(p00 )dzdzdyAt. 
经 AEFB 、DHGC 两 对 面 净 流 出 的 动量 为 

Epww dzrdydzAt. 
于 是 单位 时 间 经 全 部 控制 面 净 流出 的 动量 为 . 

| [天 (our ) 十 区 (oo ) + 六 (pwv ) ]dzdydz 


= [(v.Y)ov+ pv div wjdzdydz. 
因此 , 微 流 体系 统 的 动量 变化 率 为 


[82 +(v.Yy)(pv) + pvdiv v |dzdydz 


= [已 (ov ) + pv div v |dzdydz 


I 


pe +p 记 ? + pvdiv v |dzrdydz 


三 | "(Ee + pdiv oj+ po Pp Dr |drdydz. 
应 用 连续 性 方程 ， 上 式 小 括号 内 之 值 为 零 . 于 是 微 元 流体 系统 的 动量 变化 
率 为 
a 2 (3.5.1) 
其 次 计算 作用 于 微 元 六 面体 上 的 力 : 质 量力 及 表面 力 . 设 A 点 单位 质量 上 


的 质量 力 为 F,, 微 元 上 的 质量 力 就 为 
OFbdzdydz (3.5.2) 
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最 后 计算 表面 力 ,分 别 考 虑 六 个 面 上 的 应 力 . 见 图 3.6,3.7 由 于 作用 于 
ABCD 、AEHD、AEFB 面 上 的 应 力 分 别 为 
p-z =— pz =— (puit+t paj + pak) 
p-y =— Pp, =— (pyit+ pyj + pk), 
p-: = 一 po =- (pait poj + pak) 
作用 于 它们 的 相对 面 EFGH、BFGC、DHGC 上 的 应 力 则 如 图 所 示 ,分 别 为 


9 ; 9 ， 
3 bp ; ; 
Pp, t+ as Pdy = Pri +t Pri + Prk + (Pri + prj + prk)dy, 


9 2 9 
p: + Fi Pdz =poit prj + pak + gi(Pui +t poj + pak)dz. 
所 有 六 个 面 上 这 些 力 在 zx、y、z 轴 上 的 投影 分 别 是 
( 安 十 Sp 十 Pe jdzdydz, 


a 汪 < 
( 安 十 多 十 pe )azdydz, 
( 安 + A Jardydz, 
上 式 恰 是 矢量 
( 尖 才 性)azdydz (3.5.3) 


的 三 个 投影 ,因此 上 式 (3.5.3) 就 是 作用 于 此 微 元 六 面体 上 的 全 部 表面 力 . 


图 3.6 作用 于 微 元 上 的 应 力 


依 动量 平衡 律 ,(3.5.1)、(3.5.2)、(3.5.3) 三 式 有 关系 


3.5 微分 形式 的 运动 方程 ,121 ， 


Dw 9p。 9 ap, 
p Drdzdydz = (pF, 下 本 十 + PB: jdrdydz. 


图 3.7 作用 于 微 元 上 的 zx 向 应 力 


约 去 drdydz ,得 


Dv _ 32P | 9py , OP: 
pr = pF + 十 dy + Bz (3.5.4) 
. pp _ 9p , 9p, , 9p. 
车 定义 A 
式 (3.5.4) 也 可 写 为 
po? = pp,+divP (3.5.5) 


式 (3.5.4)、(3.5.5) 就 是 微分 形式 的 运动 方程 . 
将 (3.5.4) 式 写 为 分 量 形式 ,即将 其 式 向 三 坐标 轴 投 影 有 


Dy Sp az ， 
Dv _ ap ,dps , ops 
pr = pFey + B+ Em 0 (3.5.6) 
Dw _ ?bp ' Op | Ope 
PE 二 人 ay 1 Bz 


这 是 直角 坐标 系 中 的 微分 形式 的 运动 方程 
在 式 (3.5.5) 中 , 左 端 为 单位 体积 流体 的 惯性 力 , 右 端 第 一 项 pF 为 作用 于 


单位 体积 流体 上 的 质量 力 , 第 二 项 div P 为 作用 于 单位 体积 流体 上 的 表面 力 . 
(二 ) 几 种 特殊 形式 
1. 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 
利用 式 (1.6.13)， 
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i 24S - (p+ Ydiv v )I 


=div(2p8) - grad p ~ 4grad (udivo ). (3.5.7) 
将 上 式 代 人 式 (3.5.5) 得 
o 吕 2 = pF, ~ grad p + div(20S) - Sgrad (pdivo )， (3.5.8) 


上 式 称 为 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 . 

式 (3.5.8) 左 端 代表 单位 体积 流体 的 惯性 力 , 右 端 第 一 项 表示 单位 体积 的 质 
量力 ,第 二 项 代表 作用 于 单位 体积 流体 的 压强 梯度 力 , 第 三 项 代表 粘性 变形 应 
力 , 它 只 与 流体 的 粘度 系数 和 应 变 率 张 量 有 关 , 第 四 项 代表 粘性 体 膨胀 应 力 . 

当 流 体 为 均 质 不 可 压 , 即 p= 常数 时 ,divv =0, 再 车 也 为 常数 , 则 (3.5.8) 
式 为 


pp? = OF 一 grad p + uV% (3.5.9) 
其 中 divS 可 仿效 
.» 9p。 ,9p, , 9p: 
divP = 3 元 人 
及 
Pz: =prit+ pyj + prk, 
Pp, =prit pyj + prk, 
计算 出 
i 六 Yo 
式 (3.5.9) 写 成 直角 坐标 分 量 形式 是 
D ap 
p= pFw -+pvY, 
p 导 = pFPw- 苇 +H9%， (3.5.10) 
D ap. 
op Pr = pFu - 守 +H9 科 ， 
这 个 公式 在 粘性 流体 力学 中 经 常用 到 . | 
2. 欧 拉 方程 


对 无 粘性 流体 , 因 y=0,P= - 如 ,运动 方程 变 为 欧 拉 方 程 ; 
p PY = pF, ~ grad p, (3.5.11) 
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各 项 意义 已 如 前 述 . 
3. 静 力 学 方程 
若 流体 静止 不 动 ,o =0, 则 运动 方程 简化 为 
pF, = grad p,， (3.5.12) 
这 个 方程 在 第 二 章 已 讨论 过 . 
4. 兰 姆 -万 罗 米 柯 方 程 
因 位 变 加 速度 
(w+V) v= grads +rotvxo 
将 此 代入 式 (3.5.5) 得 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 方程 ; 
p[S2 + grad$ +rotv xv]= ph,+ divP. (3.5.13) 
5. 相对 运动 方程 
运动 方程 (3.5.5) 是 在 惯性 系 中 推出 的 ,为 研究 像 大 气 、 海 洋 及 旋转 系统 中 
流体 的 运动 ,需要 建立 在 非 惯 性 系 中 的 相对 运动 方程 . 由 理论 力学 知 ,绝对 速度 
vv 为 相对 速度 v, 及 牵连 速度 v。 之 和 : 
Vs = Vr+ VvV。, 
其 中 
ve。 = vo+Rxr, 
vo 为 运动 系 中 的 平 动 速度 ,2 是 其 转动 角速度 ,r 为 质点 矢 径 . 
绝对 加 速度 a, 为 相对 加 速度 a,、 牵 连 加 速度 a。 及 科 氏 加 速度 a 之 和 : 


aa = ad.+a。ct+a., 


其 中 
da。 = Su+xr+ax(Qxr) 
a. = 202 Xv, 
将 绝对 加 速度 代 人 运动 方程 (3.5.5), 即 得 相对 运动 方程 
p= oF, + dv Pa-20 x ov. (3.5.14) 


对 于 密度 为 常数 的 流体 ,利用 连续 性 方程 及 运动 方程 ,已 可 解决 一 些 简单 应 
用 问题 . 方程 为 四 个 :一 个 连续 性 方程 ,三 个 运动 方程 ;未 知 数 也 是 四 个 : 即 x、 
v、w 及 p. 理论 上 这 四 个 未 知 数 可 由 上 述 四 个 方程 解 得 . 但 实际 上 由 于 方程 的 
非 线 性 特征 ,一般 地 求解 将 是 困难 的 . 幸运 的 是 ,一 些 问 题 避 开 了 这 些 困难 . 

以 下 是 一 些 可 解 问题 的 简单 例子 . 

例 3.5 一 等 截面 的 细 直 管 中 , 有 一 段 长 为 2! 的 无 粘性 等 密度 流体 ,流体 
受 一 方向 始终 指向 一 点 ,大 小 与 各 质点 到 该 点 的 距离 成 正比 的 力 的 作用 , 求 此 流 
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体 运 动 规律 及 每 一 质点 的 压强 . 设 流体 与 空气 接触 处 有 大 气压 po. 
解 ”运动 是 一 维 的 ,运动 方程 为 


dz 


Du 天- 工 32 
Dz DO 97” 
速度 只 有 xz 分 量 ,x = u(x ,zt)， 
连续 性 方程 为 人 一 
ax 
az 图 3.8 
因此 ,速度 x 与 z 无 关 , 即 x=z(), 从 而 
9 9 
De 
外 力 可 表示 为 
下 = 一 Ar (k 为 常数 ). 
将 力 下 代 人 运动 方程 ， 
2- _ 工 322 
O 97” 
对 z 积分 有 
xz 有 =- 二 kz 一 ol) (a) 


若 取 x = x 为 流体 块 左 侧 表面 的 流动 坐标 ,x + 27 为 流体 块 右 侧 表面 的 流动 坐 
标 ,利用 左右 两 侧 表面 上 压强 p= po 的 条 件 ,就 有 


Ps lal 
(z+20) 采 = =- 误 &(z: 人 (0) 


上 两 式 中 学 2 只 是 ; 的 函数 ， 故 用 “在 两 式 中 是 相等 的 ， 上 两 式 相 减 ,得 


Fe = h(x’ +1). (d) 


又 易 知 ,wx=az 13t, 故 有 


4 “+D)=0 
az” > 


积分 上 式 得 
工 人 (e) 
上 式 即 为 细 管 中 流体 的 运动 规律 . 再 由 (a)、(b) 及 (d) 式 得 
之 < -二 jz + c1(t) 


p of 2 
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___ou_1,;,.9u ,1 
一 za 7 kr 十 和 ar + Thr 十 -一 
As ed 人) 


这 是 流体 中 任 一 点 z 处 的 压强 值 . 
例 3.6 无 限 长 环 状 液体 在 半径 为 a 和 5。 的 柱 体 间 . 液 柱 面 a 上 有 常 压强 
x 作用 . 证 明 , 若 内 柱 2 突然 破灭 , 则 液体 内 半径 > 处 的 压强 立即 变 为 


了 所 工 一 jn 
Ilha-lnb 


解 ” 据 题 意 ,应 用 柱 坐 标 . 显 见 ,液体 只 能 
作 径 向 运动 ,v=0,v, =0, 无 质量 力作 用 ,密度 
为 常数 (流体 ), 这 时 连续 性 方程 及 运动 方程 为 


(rw) = 0， (a) 
9v av,y 9p 
pn 如 vw 于 =- 起 (b) 
由 (a) 式 ， 
rv, = c1(z). (c) 图 3.9 
将 (c) 式 代 和 人 (b) 式 得 
C 2) _9p 
pn 二 这 人 2 )= 97 (9) 
其 中 c'1(z) 为 c1(i) 对 z 求 导 . 对 > 积分 (qd) 式 , 得 
c(i)Inr+t 地 态 + 全 =c(z). (e) 
. O 
当 z 上 =0 时 ,边界 上 
r= ， vv,=0,， p=x, 
~ 二 0 处 ,=0 p=0, 
将 此 代入 (e) 式 有 
ci(0)Ina > = c(0), 
ci1(0)Inb = c(0)， 
4 / 区 ， 
由 上 两 式 得 ci(0) = pnb -Ina): 
再 由 ci(O)Inr+ 记 ,= <(0), 
得 py PR 


Ina—-linb. 
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这 就 是 所 需要 证 的 . 
例 3.7 液体 在 等 截面 弯曲 细 管 中 作 小 振动 , 管 中 两 液 面 处 的 管 倾角 分 别 
为 a 及 PB( 如 图 3.10), 求 振动 规律 及 管 中 任 一 点 处 的 液体 压强 . 


图 3.10 


解 ” 取 管 轴 为 坐标 轴 s,O 为 原点 . 
液体 在 管 中 作 的 是 一 维 运动 . 流体 沿 管 流速 为 ga. 由 连续 性 方程 (密度 为 党 
数 ) 
2 = 0. (a) 
由 此 得 g = q(z), 即 管 中 液 体 任 一 点 速度 大 小 在 同一 时 刻 均 相 同 , 但 不 同时 刻 则 
可 速度 不 同 . 


运动 方程 为 
9g 9g\Y 9p  . 
p(t+ a 有 =- 3s ~ Psin 0， (b) 

其 中 右 端 第 二 项 为 重力 于 s 轴 向 的 投影 , 因 式 (a),\b) 式 可 简化 为 

p 了 =in 0 (c) 
取 sin 6= 位 ,并 对 (e) 式 积分 得 

多 z+ c(t), (d) 

* az po 


设 液体 作 小 振动 ,在 两 端 液 面 上 压强 为 大 气压 po. 设 右 端 液 面 在 平衡 时 位 置 为 
s 三 a ,液体 振动 时 , 液 面 离开 平衡 位 置 为 >, 即 液 面 位 置 在 振动 时 为 *=a +r，, 同 
样 , 设 左 管 端 液 面 平衡 时 为 *= -8 液体 振动 时 ,其 位 置 为 *= - (8 - -), 这 样 ， 
当 *=a+r 暑 ，z= 天 +rsina， 旋 = po, 
当 s = 一 (6 一 r) 时 ， z=h-rsinB,， p= po， 
其 中 为 液体 静止 时 的 液 面 离开 O 点 的 高 度 . 


3.5 微分 形式 的 运动 方程 27 


将 上 述 条 件 代 入 (d) 式 ,得 


9 
(PE = 人 -glh+ rsina) + c(t) 


Qt 
-6-79 =- -glh ~ rsinB) + c(i), 


上 两 式 中 39 在 两 端 液 面 是 相同 的 . 将 (e)\ 两 式 相 减 ,得 


(a + 565) 2 =— gr(sin a + sin B), 
又 
Q 一 57， 
故 (g) 式 为 
3 + (sin a + sin B)r = 0, 
解 (i) 式 , 得 r = Asin (wt +e)， 
其 中 


8 a ， 
二 二 5 
w 六 p(sin a + sin B) 


这 便 是 管 中 液 体 的 运动 规律 . 若 给 以 初始 条 件 , 即 可 确定 积分 常数 A 及 。. 
又 由 (d)、(e) 两 式 中 c(z) 相 等 得 


9g ,pb 3 9g | Po ; 
Sr Tn Cr 


可 得 


Pt (atr-s) a+ g(t raina 2) 


= 名 -lat+r-— 8 a +'sin B)+ g(h+rsina-— z). 
这 就 是 管 中 任 一 点 处 的 压强 表达 式 . 


例 3.8 ” 试 推导 无 粘性 流体 的 拉 格 朗 日 坐标 的 运动 方程. 
解 ” 利 用 欧 拉 运动 方程 . 


9 

Dw 9 
?Dr pF, 隐 ， 
Dw 9p 


(e) 


(f) 


(g) 


(h) 


(i) 


， 128 : 第 三 章 流体 运动 的 基本 方程 组 


将 其 中 的 加 速度 用 92r/3z? 或 9 zx/3t ,3 y/3z? ,2z/3z? 代替 ,又 设 质 量力 Fi,、 
Fy、Fb: 已 用 拉 格 朗 日 变量 表示 ,于 是 剩 下 是 如 何以 3p/3a、3p/365、3pl3c 来 代 
替 9p/9x、9p/3y、3pl9zx. 

因 


2p _9p az ,9p ay, 9p oar 
9a dp Ad Sa 9z 9a 


Ox\9 QO2y\9 gz\9 1 
[- 强 基 :人 -下 入 全- 下 大 -4 
92z\3 av\a 32z\3 1 3 
(i - 莹 雍 + (Fw- 锭 购 + (P.- 挡 ) 滩 = 二 部 
这 就 是 无 粘性 流体 的 拉 格 朗 日 坐标 的 运动 方程 . 
例 3.9 试 对 柱 坐 标 形式 的 微 六 面体 ,建立 运动 方程 . 
解 ” 本 例 的 推导 与 (3.5.4) 式 的 推导 大 致 相同 ,但 了 


C 
解 其 中 一 些 细节 ,是 有 益 的 . 
取 一 柱 形 微 六 面体 (不 动 控制 体 )ABCDEFGH,A 点 ? <| > 
之 速度 为 ,密度 为 p, 质 量力 为 ,表面 力 为 p_,、\p-。、 | 全 
Dp-:. 
先 计算 系统 之 动量 变化 率 ,系统 之 动量 变化 率 包括 两 火光 
部 分 ,一 部 分 是 控制 体内 动量 的 变化 率 , 它 是 单位 时 间 控 
制 体内 动量 对 时 间 的 偏 导数 ， 号 人 


六 (po) rdrdgdz 


另 一 部 分 经 控制 面 的 动量 迁移 而 产生 的 ， 与 前 相 类 似 ， 单位 时 间 经 全 部 控制 面 净 
流出 的 动量 为 


9 9 
[元 (porw ) + 3 (P00 )+ 到 (poorv ) |ardodz 


"区 人 | 


+ pu,r 了 + pve 二 了 3 十 prv, 一 了 1drdbdz. 
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系统 总 动量 的 变化 率 为 
7 37 (porv) + Fo(p00% ) + 关 (porv )]drdbdz 


9 Aa(pvs) ,9(pv,) 
rv | + 7 (por) + 二 有 本 和 | 


9 9v 9 
十 rol + va + ve 3 十 飞 也 |drdbdz 
=p Dp drd0dz. (a) 


上 式 中 已 用 了 柱 坐标 形式 的 连续 性 方程 及 随 体 导数 公式 ， 
因 柱 坐 标 中 ,速度 表示 为 


v= re + vpeg + ve。. (b) 
将 此 代入 随 体 导 数 公 式 中 ， 
9 
Pe = (元 + v, 有 0. BF ) (v0, + ves + ver). 


在 上 式 中 ,单位 矢量 e, 、ey、e, 对 r+、9、z 的 偏 导 数 不 
全 为 零 ,这 与 直角 坐标 的 情形 不 同 ,其 中 e, 及 es 对 0 
的 偏 导数 为 2 


9 
了 56 = 6， (c) 
9 


Aer 


er 


36 20 三 一 er， (d) 
图 3.12 e,、es 随 0 的 变化 


这 是 由 于 在 柱 坐标 系 中 , 当 角度 9 变 为 6+Agb 时 , 单 
位 矢量 e, 、es 也 改变 了 角度 Ab( 见 图 3.12) ,成 为 e, + Ae, 、.ey + Ae ,计算 这 变化 
率 的 极限 ,就 得 到 式 (c)、(d)。 推 导 也 可 见 附录 4. 这 样 ， 


2 
器- 
人 
许 (好 ， 条 + vy 疡 + vs 和 )e .(e) 
作用 于 微 六 面体 上 的 质量 力 为 
OF drdbgdz = (pFy,e, + OFuoey + pF pe )rdrdOdz. (f) 


作用 于 微 六 面体 六 个 面 元 上 的 应 力 分 别 计算 如 下 :在 ABCD 与 EFGH 两 面 
元 上 的 合力 为 
六 (prdOdz)dr. 
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在 AEHD 及 BFGC 两 面 元 上 的 合力 为 
入 (Padrdz)d0， 
在 AEFB 及 DHGC 两 面 元 上 的 合力 为 | 
Epedr rd0)dz. 
于 是 在 全 部 控制 面 上 的 表面 力 合力 为 
9(p,7) 2 9( psr) 
| P+ Jardgdz. (g) 
, 用 = Prer + poeo Przez» 
设 Po = poe, + poes + Paez, 
Dp: Puer + peo 本 2 
利用 (c) 及 (d) 式 后 有 
(rp,) 9pe | (rpe) _ [9(rpn) ,9po, | 9(rps) 
Tp 0 = [~ r+ + a -bs | 
9 9 9 
+| Se 襄 Cg 
a(rpa) , ope , 9(rps) 
+ | oar Pp 9z | 


上 式 右 端 头 两 个 括号 中 的 第 四 项 也 是 由 于 (c)、(d) 两 式 而 产生 了 合力 pw、 po. 
依 动 量 平衡 律 ,联系 (a)、(f)、(g) 式 有 


Dw g(rp,) .ope a(rp,) 
pbr = htt 二 | oar 7 9 | 


这 是 用 柱 坐 标 表 示 的 矢量 形式 的 运动 方程 . 
将 (e)、(f)、(h) 代 入 上 式 就 得 到 分 量 形式 的 运动 方程 
9v, 9 9v, Gv, v3 
A 


十 一 -一 一 一 一 
Pv rad Ydz 7 


本 a(rp») aps . 3(rps) 
| 


( 芝 中 dm dz + 9vg YoUr ) 
Otouar tw tv tr 
a a(rp) + pw a(rpy) | 
| 
9m。 9v 9v, 9v。 
ol + or -30 + ve gz 


2 天 1 ro(rp,) 9 pe 9( rp ) 
i 
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由 此 看 出 , 柱 坐 标 形式 的 运动 方程 比 直角 坐标 要 复杂 一 些 ,特别 是 , 它 多 了 两 个 
加 速度 项 - we /r、v,vs/r ,两 个 梯度 力 项 -pw 、ps. 这 都 是 由 于 角度 9 变化 时 引 
起 有 关 量 变化 造成 的 . 书写 柱 坐标 形式 的 运动 方程 时 , 决 不 能 把 直角 坐标 的 运 
动 方程 相应 量 填 改 一 下 来 得 到 . 

(三 ) 动量 和 矩 方程 

动量 矩 平衡 律 的 含义 是 ,对 一 给 定 的 流体 系统 ,其 动量 对 某 一 参考 点 的 动量 
和 矩 的 矢量 和 的 时 间 变 化 率 , 等 于 作用 于 流体 上 的 力 取 同 一 点 的 力矩 矢量 和 . 

运用 动量 矩 平衡 律 ,没有 得 到 新 的 结论 , 它 只 是 再 次 证 明了 应 力 张 量 的 对 称 
性 ,这 个 证 明 将 留 给 读者 . 


3.6 微分 形式 的 能 量 方程 


能 量 守恒 律 也 是 流体 运动 应 遵循 的 一 个 普遍 定律 . 如果 在 一 个 实际 问题 
中 , 热 过 程 参与 运动 是 重要 的 , 则 能 量 方程 就 成 为 一 个 需要 被 满足 的 独立 的 方 
程 . 这 时 ,除了 要 研究 其 中 的 速度 场 问题 外 ,还 需要 研究 其 中 的 温度 场 问题 而 
且 ,由 于 这 两 个 场 往往 是 相互 作用 的 ， 即 为 了 要 确定 速度 分 布 和 温度 分 布 ,需要 
联 立 运动 方程 和 能 量 方程 ,这 给 问题 的 求解 带 来 了 困难 . 

能 量 方程 来 源 于 热力 学 第 一 定律 . 热力 学 第 一 定律 表述 为 ,对 某 一 流体 系 
统 所 作 的 功 和 加 给 系统 的 热量 ,将 等 于 系统 的 能 量 增加 值 . 需要 指出 ,热力 学 第 
一 定律 是 在 系统 处 于 平衡 态 时 成 立 , 而 一 般 来 说 ,流体 系统 在 不 断 运动 着 . 实际 
上 ,由 于 流体 松弛 时 间 即 调整 到 平衡 态 的 时 间 很 短 (大 约 在 10-1s 左右 ), 可 以 
假设 ,流体 是 处 于 一 种 局 部 平衡 态 , 即 离 平衡 态 只 有 极 小 偏差 的 状态 ,流体 将 很 
快 趋 于 平衡 态 . 

设 对 系统 ,单位 时 间 所 作 的 功用 dw/dz 表示 ,单位 时 间 加 给 系统 的 热量 用 
Q 表示 , 则 系统 能 量 EE 的 变化 率 为 


< = -十 Q. (3.6.1) 


将 热力 学 第 一 定律 应 用 于 流体 运动 ， 把 上 式 各 项 用 有 关 的 流体 物理 量 表示 
出 来 , 即 是 能 量 方程 . 对 于 能 量 ， 这 里 所 指 为 三 种 形式 :内 能 、 动 能 及 重力 势能 ， 


设 单位 质量 的 内 能 用 e 表示 ,单位 质量 的 动能 用 方 可 表示 ,单位 质量 的 重力 势 
能 用 gz 表示 , 则 系统 的 能 量 EE， 
E= |eedr = |(e 十 到 十 gzjodr， 
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其 中 6 =e+ 址 攻 + gz 称 为 单位 质量 的 储存 能 . 


(一 ) 能 量 方 程 

以 下 用 微 元 六 面体 建立 微分 形式 的 能 量 方程 . 

与 前 相同 ,在 流 场 中 取 一 固定 不 动 的 微 元 六 面体 (控制 体 ), 边 长 为 dx ,dy， 
dz, 如 图 3.7 所 示 , 并 取 t 时 刻 在 此 体 元 内 的 流体 为 一 系统 . 

设 A 点 的 密度 为 p, 速 度 为 w ,温度 为 了 ,质量 力 (已 除去 重力 ) 为 Fu ,A 点 
三 个 面 元 ABCD、AEHD、AEFB 上 的 应 力 分 别 为 p-,、p-,、P-:，EFGH.、 BF- 
GC、CDHG 三 个 面 元 上 的 应 力 分 别 如 图 所 示 . 

与 计算 系统 上 的 动量 变化 率 一 样 , 微 元 系统 能 量 的 时 间 变 化 率 也 分 为 两 部 
分 ,一 部 分 是 控制 体内 储存 能 的 变化 ,其 单位 时 间 的 时 间 变 化 率 为 


于 (pe )dzdydz. 
另 一 部 分 为 经 控制 面 迁移 的 能 引起 的 ,单位 时 间 经 全 部 控制 面 净 流 出 的 储存 能 
为 
[元 (eue) 十 (pu,) + (pwe,) |dzdydz. 


这 样 微 元 系统 总 的 储存 能 的 时 间 变 化 率 为 


总 = [六 (ee) + 总 (pue') + 部 区 (ore) + 35(oue)]dazdydz 


[天 (o e;) + pesdiv v |dzdydz 


:dzrdydz, (3.6.2) 


上 式 也 可 这 样 得 到 ,zt 时 刻 微 元 系统 有 储存 能 pe, 让 且 和 ,其 系统 储存 能 的 
随 体 导数 


全 = 二 一 起 (pe yd = po 从 dzdydz + e， 已 (odzdydz) 
ii 等 于 零 , 由 此 有 
Pe = = 起 (pe dzdydz) = p 差 dzdydz. (3.6.3) 
其 次 计算 对 微 元 所 作 的 功 . 单位 时 间 内 质量 力 所 作 的 功 为 
OF * wdzdydx: (3.6.4) 


表面 力 所 作 的 功 , 将 依 各 应 力 分 量 分 别 计算 . 如 图 3.7,z 方向 的 应 力 所 作 
功 为 


9 
[(p. 十 Adar)(s 十 六 dz )- pat |dydz 
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9 \ 
十 [(p, 十 dy)(« 十 dy )- pou |]dzdz 
十 [(p. 十 大 dzj(。 + dz )- pau |azdy 


加 55(pex) + 六 (bon) + (peu) ]dzdydz 
同 理 ,y,z 向 的 应 力作 功 为 
[元 (zeoz) + 元 (boo) + 范 ( 因 ea) ]dzdydz， 


[元 Con) 十 (Pew) 十 (paw) |dzdydz, 
将 全 部 表面 力 所 作 功 相 加 可 写 为 
[ 况 (p: + 这 (本 :+ 如 (pe on)]dzdydz， (3.6.5) 
这 样 ,对 微 元 六 面体 ,质量 力 ( 除 去 重力 ) 和 表面 力 在 单位 时 间 共 作 功 
= [pF, :ow + 六 (p90) + 六 (Py "0)+22(p 0)]dzdyds. 
(3.6.6) 
最 后 ,再 计算 加 给 微 元 六 面体 的 热量 . 这 里 计算 的 是 辐射 热 及 传导 热 两 种 ， 
辐射 热 是 通过 电磁 波 对 流体 产生 热量 , 设 单位 时 间 内 由 辐射 传人 单位 质量 流体 
的 热量 为 9 , 则 单位 时 间 内 在 微 元 内 产生 辐射 热 为 
cdzdydz， (3.6.7) 


传导 热 通 过 流体 表面 传人 流体 . 根据 1.1 节 傅 里 叶 定 律 ,单位 时 间 内 通过 
ABCD 面 元 传人 微 元 的 热量 为 
和 k Fdydz. 
单位 时 间 内 通过 EFGH 面 元 传人 微 元 的 热量 为 
k 区 dydz + 元 =:( 起 dydzjdzr， 

i | 

a/,aT, ,i 

EAC 元 dydzjdz， 
同 理 经 AFHD、BFGC 两 对 面 元 单位 时 间 传人 热量 为 

所 人 区 dzdz)dy， 
经 AEFB、DHGC 两 对 面 元 单位 时 间 传 人 热量 为 

区 人 元 dzdyjdz. 
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因而 经 微 元 体 全 部 表面 ,单位 时 间 传人 微 元 的 热量 为 


9 aT 9 aT 9 9 了 
[元 人 元 小 六 ( )+ 人 元 )]dzdyaz 


a 
= VY. (kYT)dzxdydz. (3.6.8) 
从 而 ,加 给 微 元 的 总 热量 Q 为 
Q = [pg + VY. (kKYT)]dzxdydz (3.6.9) 


依 能 量 守 恒 的 热力 学 第 一 定律 (3.6.1) 式 ,将 (3.6.3)、(3.6.6)、(3.6.9) 各 
式 代 入 ,得 


9 
op Pe,drdydz 三 | eu " 习 十 5(p- "vv) 
+ (pv)+2(p .vo)+og+v. (kVT) |drdyd 
3y py 3z‘P:°v pq ZQyQz， 
约 去 dzdydz 得 
D 9 
pre: = pFu + 到 (pe “Vv) 


9 9 
ta Dv) tp vw) tot Vy (NT). (3.6.10) 


bpy“* v= prut pyr + pt, 
PpP:* v= paou t+ pryv t+ pw. 
上 式 右 端 三 个 量 组 成 了 一 个 矢量 并 以 P'v 表示 : 
Pr Pr Pr u Pru 十 piv:t+ prw 
be by | 上 = 区 + pyv + 四 
Px Pr Pz Peau + 力 om + Prt 
故 (3.6.10) 式 中 三 个 量 构成 了 散 度 : 
范 (m 0) + 0) + (ps v) = div (Po (3.6.11) 
最 后 (3.6.10) 成 为 
p Pe, AC * 元 + gz | 
=oFu"v+div\P.v) + div (k grad T) + pg. (3.6.12) 
这 就 是 微分 形式 的 能 量 方程 . 
将 式 (3.6.12) 除 以 o, 有 


己 。 二 div Cp Sdiv (RE Rad (3.6.13) 


: “= Prmu 十 Pu + Prxw， 


P.v= 


Tw 
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上 式 中 各 项 的 意义 是 , 左 端 为 单位 质量 流体 储存 能 (包括 内 能 、 动 量 及 势能 ) 的 变 
化 率 , 右 端 第 一 项 为 单位 时 间 内 质量 力 (除去 重力 ) 对 单位 质量 流体 所 作 功 ,第 二 
项 为 单位 时 间 内 表面 力 对 单位 质量 流体 所 作 的 功 ,第 三 项 为 单位 时 间 内 外 界 通 
过 单位 质量 流体 表面 因 传导 所 传人 的 热量 ,第 四 项 为 单位 时 间 内 加 给 单位 质量 
流体 的 辐射 热 , 以 下 不 予 考虑 . 


(二 ) 动能 (机 械 能 ) 方 程 
将 速度 v 点 乘 运动 方程 (3.5.5) ,得 
区 人 人 (3.6.14) 


Dz 
于 是 (3.6.14) 式 变 为 


D 
a (7Y.P) (3.6.15) 


上 式 称 为 动能 方程 ,也 称 机 械 能 方程 . 

上 式 中 vw.(V .已 )/o 为 单位 时 间 内 ,作用 于 单位 质量 流体 上 的 表面 力 所 作 
的 功 , 此 功 为 可 转换 成 动能 . 

对 无 粘性 流体 ,V .P= 一 Vp, 动 能 方程 变 为 


D 总 
piF = oF vv Vp. (3.6.16) 
该 式 右 端 为 质量 力 和 表面 力 所 作 的 功 . 
(三 ) 内 能 方程 
由 式 (3.6.11)， 
9 9 9 
dv (PPro) (pp) 
_，. /9p: ,9p 于 | 52 52 了 
=v 0 十 pp 元 十 忆 ， y th 
=v*(V:P)+p,. 2 32 5 (3.6.17) 
关 | 
9 9 9 
es 
Sw i su 
条 


9u 1 /9w , 9u 
Se 0 
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=P:S. (3.6.18) 
上 式 中 已 用 了 应 力 张 量 的 对 称 性 : p。, = py ,等 等 . 且 定 义 张 量 数 乘 P:S 为 两 张 
量 相应 的 九 个 分 量 乘积 之 和 . 其 中 S 为 1.4 节 的 应 变 率 张 量 . 
将 上 式 (3.6.18) 代 和 人 (3.6.17) 式 ,有 
div(P.v)=v:(Y.P)+P:S. (3.6.19) 
再 将 上 式 代 人 (3.6.12) 式 ， 


p be. =poFu.v+v*:(Y.P)+P:S+div (k grad T) (3.6.20) 
现 将 上 式 减 去 (3.6.15) 式 ,得 
bPe = [P]:[S]+div (k grad T). (3.6.21) 


应 当 注 意 ,(3.6.15) 式 中 的 下 是 包含 重力 在 内 的 质量 力 , 与 式 (3.6.20) 中 的 Fi 
不 同 : 


Dis = (D+vuv)(e) = ve = 0:(- 8) -go 


F,= Fut+g. 

式 (3.6.21) 中 P :S 为 表面 力 使 流体 产生 变形 时 所 作 的 功 , 它 不 转换 为 动 
能 ,而 是 转换 为 流体 的 内 能 . 

因此 表面 力 所 作 功 div (Pw ), 依 (3.6.19) 式 ,前 一 部 分 可 以 转换 为 动能 ， 
后 一 部 分 不 能 转换 为 动能 ,只 能 转换 为 内 能 . 这 两 部 分 的 根本 差别 是 前 者 与 速 
度 有 关 , 而 后 者 与 速度 的 空间 变化 一 变形 有 关 . 

从 本 构 关系 式 (1.6.10) 有 

PpP:S= -pr+2p(s -dv or): S， 


=-bdivo+2n8:8S- 党 (divo) 


=— pdivv + 9， (3.6.22) 
其 中 


p =24S : 8- 党 (div v ) 


az az gm 1/9u gm 

7 Ce a ee 
11az awY ,1 /3w ,au 

+ 去 ( 实 + 且 二 (有 «| 
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-学 (下 + 器 + 黎 ) >0. (3.6.23) 
这 表明 ,可 转换 为 内 能 的 一 部 分 功 已 :S 分 为 两 部 分 ,与 粘性 有 关 的 一 部 分 为 29， 
由 于 9 之 0, 说 明 功 总 是 被 耗 散 的 , 即 粘性 应 力 所 作 功 总 是 不 断 地 转换 成 热 ,并 由 
热 转化 成 内 能 ,这 一 转化 是 不 可 逆 的 . 因此 在 流体 力学 中 称 9 为 耗 散 功 ,或 耗 散 
函数 . 与 此 不 同 , ~ pdiv v 这 一 部 分 功 ,表示 流体 压缩 (div w <0) 或 膨胀 (div wv 
>0) 时 ,压强 p 所 作 的 功 :压缩 时 , 功 转 为 内 能 ,膨胀 时 ,内 能 转 为 功 ， 即 它们 的 
转化 是 可 逆 的 . 
将 (3.6.22) 式 代入 (3.6.21) 式 ,并 忽略 辐射 热 项 , 则 (3.6.21) 式 变 为 


PPBE + pdiv v = div (kgrad T) + 9 (3.6.24) 


这 就 是 用 内 能 表示 的 能 量 方程 . 它 还 可 以 根据 不 可 压缩 流体 和 完全 气体 两 种 情 
况 作 进一步 简化 . 
首先 ,对 不 可 压缩 流体 ,从 连续 性 方程 (3.4.12) 和 从 热力 学 关系 式 。 = CT 


分 别 有 div v =0 与 玉 = C 号 [代入 (3.6.24) 式 后 有 
oC PL = div(kgrad T) + 9， (3.6.25) 


其 中 C= 旱 为 流体 的 比 热 . 对 不 可 压缩 流体 可 以 不 再 区 分 定 容 比 热 Cy 与 定 压 


比 热 C。 ,而 用 统一 的 比 热 C 表示 . 
其 次 ,对 完全 气体 ,利用 连续 性 方程 (3.4.9) 和 热力 学 关系 式 ;= e+ pV 有 


De_pDoe_ Di_Dp 
fDi: ppp Dr 


代入 (3.6.24) 式 后 有 


六 并 a 次 + div (kgrad T) + 9. (3.6.26a) 
这 就 是 用 烩 表示 的 能 量 方程 ,如 果 再 用 热力 学 关系 式 1 = C,T, 则 上 式 可 改写 为 
pC P= +dv (kerad T) + 9. (3.6.26b) 


类 似 地 ,利用 连续 性 方程 (3.4.9) 与 对 可 递 过 程 的 热力 学 第 一 定律 
TdS = dQ =de + pdV 
有 p+ pdvo =pB -2 Dz 


-olDt + zB(#)] 
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=oT 守 . 
将 此 式 代 人 (3.6.24) 式 后 有 
oT BS = div (kgrad T) + 9. (3.6.27) 
这 就 是 用 粹 表示 的 能 量 方程 . 


3.7 积分 形式 的 流体 力学 方程 组 


前 面 三 节 是 对 一 固定 在 空间 的 特殊 流体 微 元 应 用 基本 定律 ,得 到 了 微分 形 
式 的 流体 力学 方程 组 , 现 用 3.2 节 的 雷诺 输 运 定理 建立 积分 形式 的 流体 力学 方 
程 组 ,并 讨论 它们 之 间 的 互 换 关系 

(一 ) 建立 积分 形式 的 流体 力学 方程 组 

在 流 场 中 取 一 固定 的 有 限 控制 体积 r, 它 的 表面 为 S, 流 场 中 的 密度 ,速度 ， 
温度 和 压强 分 布 分 别 用 p,v ,T 和 也 表示 ,现在 来 对 此 控制 体 应 用 基本 定律 . 

1. 连续 性 方程 


体积 < 中 的 流体 质量 mm = | pdr. 根据 质量 守恒 原理 有 


B22 =0 或 如 | pdr=0. (3.7.1) 
利用 方程 (3.2.13) 有 
| pdr+| .mm aa =0. (3.7.2a) 


由 于 控制 体 为 固定 的 ,可 改写 为 


9p 本 
| a +| po :da4 = 0. 


利用 奥 - 高 公式 | ma4 = | div podr. 
上 式 变 为 | [Pe + pdiv vdr =0. (3.7.2b) 
方程 (3.7.2a) 与 (3.7.2b) 均 为 积分 形式 的 连续 性 方程 . 

2. 运动 方程 : 


设 作用 于 控制 体积 r 上 的 一 切 外 力 为 > 下 ,包括 作用 于 控制 体 表面 的 法 向 
压强 p, 与 作用 于 单位 质量 上 的 质量 力 F,. 体积 + 的 动量 P = | Es 
根据 动量 平衡 原理 有 
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这 一 全 = 起 vodr. (3.7.3) 
利用 方程 (3.2.13) 此 式 可 改写 为 
5F = 区 | podr + | poo + dA. (3.7.4a) 
考虑 到 体积 r 为 固定 的 和 利用 奥 - 高 公式 后 上 式 变 为 
Dv 
ZF = je Dz De dr 
而 此 式 的 左边 又 可 改写 为 
SF =| ppsdr +| maa 
| poFudr +| div Pdr. 
于 是 有 | pe Par 加 | pF,dr +| div Pdr. (3.7.4b) 


方程 (3.7.4a) 与 (3.7.4b) 均 为 积分 形式 的 运动 方程 . 
例 3.10 试 写 出 非 惯性 系 中 积分 形式 的 运动 方程 . 
解 取 两 坐标 系 ,一 是 惯性 系 Ozyz, 另 一 是 固 连 于 控制 体 的 运动 坐标 系 


ER 


Oz yz . 
依 和 牛顿 第 二 定律 ,在 惯性 系 中 作用 于 流体 系统 的 力 
F= 总 |pvdr = je 中 ?dr = |e Quadr， 
式 中 a 为 依 惯性 系 计算 的 绝对 加 速度 . 
在 运动 坐标 系 中 ,控制 体 固定 不 动 ,可 运用 公式 (3.2.13). 而 在 公式 (3.2. 
13) 中 为 依 运动 坐标 系 计算 . 即 计算 |p a,dr. 因 


as 三 Qr + Ge + ae 


F =|。 aadr = jelar+ qa。 + ao)dr 


式 中 a, 为 对 运动 坐标 系 内 的 相对 加 速度 ， 
4 为 运动 坐标 系 相对 于 惯性 系 的 牵连 加 速度 ， 


dm dw 
ta Xr+tox(wXr). 


a。 为 科 氏 加 速度 , 设 w ,为 运动 坐标 系 中 的 相对 速度 ， 


ad. = 2w Xv 


Qe。 二 


因此 
| adr = |eca ~ a. — qa.)dr. 
最 后 得 到 
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| dr + pdA -| pla. + ae)dr 


对 | pordr + Pwrpor: ndA (3.7.5) 


这 就 是 非 惯性 系 中 积分 形式 的 运动 方程 . 
若 控制 体 仅 作 平移 运动 ,无 旋转 , 则 上 式 为 


| pFdr + 中 PdA — | “对 dv dr = 六 | edr + vipo. ndA 
(3.7.6) 


3. 动量 矩 方程 
设 > 为 质量 或 体积 (或 面积 ) 元 相对 于 坐标 系 原点 的 位 置 矢量 , 2 T 为 作用 


于 控制 体积 上 的 一 切 转 矩 . 对 控制 体 r 的 动量 乱 H = | r x vpdr. 
根据 动量 矩 平衡 律 有 


3T= 名 = 大 | rx wdr (3.7.7) 
利用 方程 (3.2.13) 有 
27- 郊 | rx wdr+| rxuww.dA (3.7.8a) 
而 此 式 的 左边 与 右边 可 分 别 改写 为 


D 
JorxFdr+|rxp.dA 与 | pr x Bedr, 


于 是 有 | pr x 让 2dr =| orx Fdr+| rxp.dA 


或 | pr x Pdr =| orxFdr+| [元 x p.) 


+ (Xp) +(7 x pe) Jdr (3.7.8b) 


方程 (3.7.8a) 与 (3.7.8b) 均 为 积分 形式 的 动量 矩 方程 . 
4. 能 量 方程 . 


设 单位 质量 流体 的 储存 能 、 内 能 、 动 能 和 势能 分 为 e, 、e , 亏 3 zz 和 gz 并 有 


= + 十 如 + gz,Q 为 每 单位 时 间 控制 体 与 外 界 交换 的 一 切 热量 ,并 取 外 界 加 于 
控制 体 为 正 , W 为 外 界 对 控制 体 所 作 的 一 切 功 ,并 取 外 界 对 控制 体 作 功 为 正 . 
控制 体 的 储存 能 EE = | pe.dr. 

根据 能 量 守恒 原理 即 热 力学 第 一 定律 
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0 1dw DE 
dt Di 
ne 
站 相近 = 六 | osdc+|. pev* ndA. (3.7.9) 


现在 来 对 方程 (3.7.9) 式 中 的 各 项 逐个 加 以 说 明 :(1) 与 以 前 一 样 ,上 式 中 右 
边 两 项 可 合 写 为 | 家 o edr,(2) 上 式 左边 第 一 项 Q = Q, + Q, ,其 中 Q, = 


| pqdr 为 每 单 位 时 间 传人 控制 体 的 辐射 热 , Q， = | 了 dA 为 每 单位 时 间 通 
A 项 为 每 单位 时 间 一 切 外 力 对 
控制 体 所 作 的 功 引 = + + 为 每 单位 时 间 外 界 对 控制 


dt dt 
Ce 


体 所 作 的 机 械 功 ， 


制 体 所 作 的 功 ,和 = | p, ， vdA =- pn .vdA =-|, po "ndA 为 每 
单位 时 间 控制 体 表面 上 法 向 压强 所 作 的 功 . 

在 方程 (3.7.9) 中 ,如 果 外 咯 Q 项 与 97， 顶 ,并 将 :95 项 与 该 六 式 右 边 的 第 
二 项 相合 并 则 上 方程 变 为 : 


dWh, 9 
Qt 5 =a) pdt | et)po: nydA (3.7.109) 


类 似 地 ,在 方程 (3.7.9) 中 ,如 果 忽 略 Q, 项 与 "项 则 该 式 变 为 
|. k $dA +| oFu，mdr +| "vdA = | 已 pedr 
或 | Beedr = | gu + vdrt+ 


| div (P :vw )dr +| dCiarad TYde, (3.7.10b) 


方程 (3.7.10a) 与 (3.7.10b) 均 为 积分 形式 的 能 量 方程 . 

(二 ) 将 积分 形式 的 方程 组 转换 为 微分 形式 的 方程 组 

利用 r 的 任意 性 ,从 (3.7.2b)、(3.7.4b)、(3.7.8b)、(3.7.10b) 式 ,可 得 到 
各 体积 分 项 中 的 被 积 函数 之 间 的 关系 . 

对 连续 性 方程 积分 形式 (3.7.2b) ,有 


Wy 
| ( 品 Se "jdz = =0. 
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利用 r 的 任意 性 ,得 微分 形式 的 连续 性 方程 


Pe + pdivv = 0， 


这 与 式 (3.4.9) 相 同 . 
同 理 , 对 运动 方程 积分 形式 (3.7.4b) ,同样 有 
Pp 9 = pF,+divP 
这 与 式 (3.5.5) 相 同 . 
对 动量 矩 方 程 积分 形式 (3.7.8b) ,同样 有 


Dv _ 3 9 9 Q 
有 


因 
9 
元 (r x p.) + 的 (rX 肋 )+ 耻 (rX 忆 ) 
9 
= rx (2 让 BE)+tixp +ixp+kxp., 
故 有 


Dw 9p, 9p 9p, a . 
a be he 


上 式 左 端 因 运动 方程 而 等 于 零 , 而 右 端 即 为 
py = pr, Pr = psy, pe = prs (3.7.16) 

这 是 应 力 张 量 P 的 对 称 性 ,因此 动量 矩 方程 没有 带 来 一 个 独立 的 结果 . 

对 能 量 方程 积分 形式 (3.7.10b) ,同样 有 

p= = Fu :vv+div(P. vw)+div(k grad T), 

这 与 式 (3.6.12) 式 相同 . 

积分 形式 的 流体 力学 方程 组 ,是 很 有 实用 意义 的 . 可 以 用 来 解决 一 些 实际 
问题 ,具体 例子 将 在 第 四 章 中 给 出 . 


3.8 状态 方程 


前 面 几 节 介 绍 了 四 个 基本 定律 ,它们 引入 了 速度 、 压 强 、 密 度 、 温 度 等 量 ,这 
里 再 介绍 一 个 基本 的 关系 式 ; 状 态 方 程 , 它 联系 了 压强 、 密 度 及 温度 . 

(一 ) 状态 方程 

设 流体 处 于 平衡 态 , 即 置 于 一 定 环境 之 中 的 热力 学 系统 ,在 不 受 外 界 影响 的 
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条 件 下 ,能 处 于 这 种 状态 而 历久 不 变 . 由 于 平衡 态 这 种 状态 的 确定 性 ,就 可 以 用 
一 些 宏观 量 描述 该 状态 ,这 些 量 称 为 状态 参量 . 如 温度 下、 体积 V、 压 强 p. 描 
述 一 定 质量 的 均匀 系统 ,只 需 两 个 独立 的 状态 参量 ,例如 ,体积 ,压强 p 就 可 
以 了 . 其 余 的 状态 参量 ,例如 温度 可 以 用 这 两 个 独立 参量 来 表示 : 

T= T(p,V). (3.8.1) 
这 就 是 均匀 系统 的 状态 方程 . 在 热力 学 中 ,要 知道 这 种 方程 的 具体 函数 形式 , 必 
须 进 行 实验 确定 ,或 者 由 统计 物理 学 从 理论 上 推导 出 来 . 

对 于 完全 气体 ,状态 方程 可 写 为 

pV = nRoT, (3.8.2) 
其 中 为 气体 的 摩尔 数 , Ro 为 普 适 气体 常数 : Ro = 8.31 X10'J/K*mol. 对 单位 
质量 气体 ， 


_ Ro 
pv = WT = RT (3.8.3) 
或 
p = poRT， (3.8.4) 


式 中 vw 表示 单位 质量 气体 的 体积 ,po 为 密度 , M 为 摩尔 质量 ,R= Ro/M 为 气体 
常数 , 它 随 气体 而 不 同 ,例如 空气 的 气体 常数 为 R=287 Jjkg'K, 燕 汽 的 R=462 
J/kg'K. 式 (3.8.3) 或 (3.8.4) 称 为 克拉 珀 龙 方程 . 在 常温 常 压 下 ,一 般 气 体 都 
可 近似 地 认为 是 完全 气体 . 

在 高 度 压缩 的 气体 中 , 必须 考虑 分 子 间 的 作用 力 及 分 子 占 有 体积 的 影响 ,其 
状态 方程 通常 采用 范 德 瓦 耳 斯 方程 描述 : 


(p+ 筷 )(w-8) = RT, (3.8.5) 


其 中 a/v? 代表 气体 分 子 间 的 引力 的 作用 ,B 代表 分 子 的 体积 . a、B 称 为 范 德 瓦 
耳 斯 常数 . 对 不 同 的 气体 ,它们 有 不 同 的 数值 ( 表 3.1). 

空气 是 多 种 气体 的 混合 物 ,根据 道 尔 顿 分 压 定律 , 即 混合 气体 的 压强 等 于 各 
组 分 的 分 压强 之 和 ,有 E 
表 3.1 范 德 瓦 耳 斯 常数 表 


气 体 a( 大 气压 emsjmoP) ， Blcm? /mol) 
He 0.034 15x 10 | 23.71 
Ne 0.212 Ox 10 | 17.10 
A 1.301 x 10 30.22 
于 0.244 6x105 26.61 


N; 1.346 x 105 38.52 
OO 1.361 x 105 32.58 
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p=pit p++ pn, (3.8.6) 
pu=(ni+nst+'" + n,)RT. (3.8.7) 
若 令 ni 十 ns2+… 十 n= 二 n, 则 上 式 可 写 为 
pv = nRT. (3.8.8) 
这 样 ,混合 气体 的 状态 方程 完全 类 似 于 单一 气体 的 状态 方程 ,只 需 使 摩尔 数 等 于 


各 组 分 的 摩尔 数 之 和 . 
车 把 大 气 视 为 湿 空 气 , 即 视 为 干 空气 及 水 汽 之 混合 物 , 又 把 干 空气 视 为 上 述 
混合 气体 , 则 大 气 的 状态 方程 可 写 为 
p= po(p,T,g) (3.8.9) 
其 中 9 为 单位 质量 空气 中 含有 的 水 汽 质量 , 称 比 湿 . 由 于 水 汽 会 产生 相 变 , 故 这 
种 函数 关系 比较 复杂 . 
同样 ,海水 的 状态 方程 也 可 写 为 
oo=p(p,T,5) (3.8.10) 
其 中 为 盐 度 , 它 等 于 单位 质量 海水 中 溶解 盐 的 质量 . 式 (3.8.10) 的 具体 形式 
也 较 复 杂 ,一 种 表达 为 


= 0.702 2 
+ 100047.527 3 + 0.110 1 T -0.000 639 T° ~ 0.039 986 ¢ - 0.000 107 Te 
p+5 880.9+37.592T —0.3495 Te +2.2524¢ 
(3.8.11) 
式 中 各 量 的 单位 ,p 用 巴 (bar,1 bar= 10: Pa) ,全 用 ,5 用 ‰o,o 用 个 gjcmz 
液体 的 密度 通常 视 为 常数 ,但 在 考虑 热 对 流 问 题 中 , 它 是 温度 的 函数 ,并 常 


借 公 式 8= -用 而 有 


~ po =— B(T ~- To), 
其 中 po 是 温度 T 时 密度 ,8 为 热膨胀 系数 . 
(二 ) 正 压 流体 与 斜 压 流体 
由 前 所 述 ,流体 的 密度 一 般 是 温度 压强 等 量 的 函数 ,这 种 流体 称 为 斜 压 流 
体 . 而 当 密 度 只 是 压强 的 函数 时 ,这 种 流体 称 为 正 压 流体 . 在 正 压 流 体 中 ,等 密 
度 面 与 等 压强 面 是 重合 的 ,而 在 斜 压 流体 中 ,等 密度 面 与 等 压强 面 互 相 斜 交 . 
完全 气体 运动 时 ,车 过 程 是 绝热 的 或 等 温 的 , 则 由 状态 方程 ,密度 与 压强 关 
系 分 别 为 


¥ 
p pS cp”, (3.8.12) 
0 


p =po £, (3.8.13) 
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其 中 oo 及 po 为 一 参考 点 的 密度 与 压强 (为 常数 ) , 7 为 绝热 指数 . 上 两 式 表明 ， 
这 时 的 气体 是 正 压 的 . 对 不 可 压 流 体 , 因 质点 密度 不 变 , 这 时 流体 也 认为 是 正 
压 的 . 
(三 ) 完全 气体 的 内 能 及 灶 
取 Tv 为 独立 物 态 参量 , 则 态 函 数 内 能 
e= U(T,wv) 


_ 9e 9e 
且 有 de = aFdT 十 和 dv， 


再 由 热力 学 第 一 定律 及 第 二 定律 ,有 式 (3.6.27). 
dS = 未 (de + pdv) = 示 [ 若 dT+ (区 和 p)ao]. 
上 式 右 端 为 全 微分 , 故 有 混合 导数 


即 有 


故 
e = e(T). (3.8.14) 
这 说 明 , 对 完全 气体 ,内 能 只 是 温度 的 函数 . 又 因 (3.6.35) ,有 


e= JeaT. 


若 温 度 变化 范围 不 大 ,c, 可 认为 是 常数 , 则 有 
e = c,T. (3.8.15) 
这 就 是 完全 气体 的 内 能 表达 式 . 
又 由 (3.6.32) 及 (3.6.30) 式 ， 


Cp = 妈 + z( 娃 ) = cs,+ R. 


} 


再 由 (3.6.27) 式 ， 
R (至 R 4). 
大 


Cy 有 Qf 
dS = 示 dTT + 了 dz = cv 人 栖 二 (3.8.16) 


因 R_ oc 


Cy Cy 


其 中 y = cofc, 为 绝热 指数 . 将 上 式 代 和 人 (3.8.16) 并 积分 得 


S=c[ln T+(y -1lnv]= cnTo = cn Rv 


三 
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= cn 万 十 常数 ， (3.8.17) 


其 中 p= 革 为 密度 ,这 就 是 完全 气体 的 炳 表达 式 ， 


3.9 初始 条 件 及 边界 条 件 


本 章 前 几 节 介绍 了 流体 运动 时 所 必须 满足 的 方程 ,以 微分 形式 的 流体 力学 
基本 方程 组 为 例 , 总 结 起 来 是 : 


连续 性 方程 
Pe + pdiv v=0. (3.4.9) 
运动 方程 
pp? = pF, + div P. (3.5.5) 
(oD = oF, -grad p+ pV). (3.5.9) 
动量 矩 方程 
ps py » py Ee Py， Pzr 一 Paz (3.7.16) 
能 量 方程 
pi = 如 + p+dir (kgrad T), (3.6.26a) 
或 [eB =- pdiv v + p+ div (kgrad T)]|. 
状态 方程 是 
加 上 第 一 章 的 本 构 方 程 E 
P=- pI+2p(S— div vl) (1.6.13) 
共有 12 个 方程 . 其 中 包含 12 个 未 知 数 , 即 
u,v,w,p,p,T, 


Pz » Pyy » Paz » Piy» Py » Pzr- 
(方程 中 的 热传导 系数 ,粘度 系数 y 认为 已 知 ). 方程 认为 是 封闭 的 ,但 求解 尚 
需 给 出 定 解 条 件 , 即 初始 条 件 及 边界 条 件 ,以 确定 积分 常数 . 
(一 ) 初始 条 件 
通常 初始 条 件 由 上 = 如 时 ,各 未 知 量 的 函数 分 布 给 出 ,如 
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2 一 u(xz,y,z,to) 二 xzo(Z yz，)， 
v= vz,y, zto0) = vo(r,y,z,), 
w= wry to) = ro(zyyz，)， (3.9.2) 
p= Pp(z,y,z,to) = po(x,y,z), 
p= pr,y,z,to) = po(x,y,z), 
T= T(z,y,z,to) = To(z,y,z). 
当 运 动 定常 时 ,显然 ,无 初始 条 件 问 题 . 
(二 ) 边界 条 件 
所 谓 边界 条 件 就 是 流体 力学 方程 组 在 求解 域 的 边界 上 ,流体 物理 量 应 满足 
的 条 件 . 例如 ,流体 被 固 壁 所 限 ,流体 将 不 应 有 穿 过 固 壁 的 速度 分 量 ;在 水 面 这 
个 边界 上 ,大 气压 强 认 为 是 常数 (一 般 在 距离 不 大 的 范围 内 可 如 此 ); 在 流体 与 外 
界 无 热传导 的 边界 上 ,流体 与 边界 之 间 无 温差 ,如 此 等 等 . 由 于 各 种 具体 问题 不 
同 ,边界 条 件 提 法 千差万别 . 但 无 疑 应 提 得 恰当 . 所 谓 恰当 ,无 非 一 是 在 物理 上 
是 正确 的 ,二 是 在 数学 上 不 多 不 少 ,刚好 能 用 来 确定 积分 微分 方程 中 的 积分 常 
数 ,而 不 是 矛盾 的 或 有 随意 性 . 
通常 流体 边界 有 分 为 流 固 交 界面 和 流 流 ( 液 液 、 液 气 ) 交 界面 的 ;也 有 分 为 静 
止 的 和 运动 的 ;也 有 边界 条 件 是 分 为 关于 运动 学 的 和 关于 动力 学 的 . 
以 下 对 边界 条 件 按 各 类 分 界面 作 一 般 讨论 . 
1. 流 固 分 界面 边界 条 件 
飞机 、 船 舶 在 空气 及 水 中 运动 时 的 流 固 分 界面 ,水 在 岸 边 及 底部 的 流 固 分 界 
面 , 均 属 这 一 类 . 一 般 而 言 , 流 体 在 固体 边界 上 的 速度 依 流体 有 无 粘性 而 定 ,对 
粘性 流体 ,流体 将 粘 附 于 固体 表面 (无 滑 移 ): 
| 六 二 1 面 . (3.9.3) 
即 , 在 流 固 边界 面 上 ,流体 在 一 点 的 速度 等 于 固体 在 该 点 的 速度 . 对 无 粘性 流 
体 ,流体 可 沿 界 面 滑 移 ， 即 有 速度 的 切 向 分 量 ， 但 不 能 离开 界面 ， 即 流体 的 法 向 速 
度 分 量 等 于 固体 的 法 向 速度 分 量 : 


Vnl| 液 二 0 | 面 - (3.9.4) 
另外 ,也 可 视 所 给 条 件 , 给 出 无 温差 条 件 。 
TI Tl; (3.9.5) 
或 绝热 条 件 
于 | = 0， (3.9.6) 
7 
等 等 . 


2. 液 液 分 界面 边界 条 件 
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如 密度 不 同 的 两 种 液体 的 分 界面 就 属 这 一 类 . 一 般 而 言 ,对 分 界面 两 侧 的 
液体 常 提 条 件 


vi= v2, Ti= TT,, pi = pa- (3.9.7) 
对 应 力 及 传导 热 提 条 件 
9 9 
t= 两 天 p23 2 (3.9.8) 
aT aT 


(3.9.9) 


Q = ka 了 二 ka 
其 中 脚 标 1 与 2 分 别 为 两 液体 的 值 . 
3. 液 气 分 界面 边界 条 件 
液 气 边 界面 最 典型 的 是 水 与 大 气 的 分 界面 , 即 自由 面 , 由 于 自由 面 本 身 是 运 
动 和 变形 的 ,而 且 它 的 形状 常常 也 是 一 个 需要 求解 的 未 知 函 数 . 因此 就 有 一 
自由 面 的 运动 学 条 件 问 题 . 若 设 自由 面 方程 为 
F(zx,y,z,t) = 0, (3.9.10) 
并 假定 在 自由 面 上 的 流体 质点 始终 保持 在 自由 面 上 , 则 流体 质点 在 自由 面 上 一 
点 的 法 向 速度 ,应 该 等 于 自由 面 本 身 在 这 一 点 的 法 向 速度 . 
现在 来 求 自由 面 上 一 点 P 在 该 点 的 法 向 速度 分 量 g,. 设 该 点 为 ro, 自由 面 
在 该 点 的 法 向 单位 矢量 为 n , 则 经 At 时 间 后 ,这 一 点 的 位 置 变 为 ro + g,Atn , 且 
F(ro + gq,Atn,t + At) = 0. (3.9.11) 
将 上 式 泰 勒 展开 ,得 


Fl(ro,t) + 了 Fat + g,Atn * YF = 0. (3.9.12) 
因 F(ro,t)=0, 故 有 


+gn: VF=0. (3.9.13) 
又 
1 
n= TF (3.9.14) 
. 故 
aF "oF 
A. (3.9.15) 


= nM VE) 
现 再 设 P 点 流体 的 速度 为 " , 则 vo 在 上 的 分 量 应 等 于 gq: 


aF 
9 
-vn (3.9.16) 
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9 

a3r+v°*YF=0, (3.9.17) 
即 

二 = 0. (3.9.18) 


式 (3.9.17) 或 (3.9.18) 就 是 自由 面 的 运动 学 条 件 . 
如 果 在 液 气 边 界 上 考虑 表面 张力 , 则 在 界面 两 侧 , 两 种 介质 的 压强 差 与 表面 
张力 有 关系 (1.1.17) 式 : 
1 


1 
加 -加 =o( 志 + 起 ). (3.9.19) 


这 是 自由 面 上 的 动力 学 条 件 . 当 不 考虑 表面 张力 时 ,有 
p= p,, (3.9.20) 

其 中 p, 为 大 气压 强 . 

4. 无 限 远 的 条 件 

流体 力学 中 的 很 多 问题 ,流体 域 是 无 限 远 的 . 例如 ,飞机 在 空中 飞行 时 , 流 
体 是 无 界 的 , 如 果 将 坐标 系 取 在 运动 物体 上 ,这 时 无 限 远 处 的 边界 条 件 为 

当 z 一 oo 时 ,zx = us, p= po. 

其 中 脚 标 co 表 示 无 穷 远 处 值 . 
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本 章 根据 基本 物理 定律 ,在 连续 介质 假设 的 基础 上 ,建立 了 流体 运动 时 所 应 
满足 的 基本 方程 组 . 由 于 这 些 基本 物理 定律 是 普遍 成 立 的 ,因此 ,这 些 基本 方程 
共有 广泛 的 适用 性 . 严格 说 来 这 个 方程 组 通常 并 不 封闭 , 即 方程 中 的 未 知 数 多 
于 方程 数 . 为 了 求 出 理论 解 ,必需 根据 情况 再 提出 一 些 符合 或 接近 实际 的 假设 ， 
例如 由 斯 托 克 斯 假设 引入 了 牛顿 流体 模型 ,由 完全 气体 假设 ,引入 了 完全 气体 模 
型 ,从 而 在 某 些 条 件 下 (如 粘度 系数 pw、 导 热 系数 到 为 已 知 ) ,方程 组 可 以 获得 封 

但 是 ,即使 方程 组 已 经 获得 封闭 , 求 方程 的 解 仍然 不 是 轻而易举 的 . 由 于 方 
程 的 非 线性 特征 及 方程 中 变量 的 互相 耦合 ,使 得 求解 这 种 一 般 的 方程 组 几乎 成 
为 不 可 能 ,因此 还 必须 根据 具体 问题 的 特点 , 抓 住 问题 的 主要 方面 ,忽略 次 要 方 
面 ,必要 时 作 进一步 的 假设 简化 和 近似 ,设计 出 一 个 合理 的 理论 模型 . 所 谓 合 
理 ,就 是 一 方面 要 符合 物理 定律 , 另 一 方面 又 要 易于 求解 ,并 使 解 能 够 描述 现象 
的 主要 特征 . 由 此 看 出 ,设计 出 一 个 合理 的 理论 模型 ,是 解决 流体 力学 问题 的 重 
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要 环节 . 

本 节 将 为 建立 这 种 理论 模型 作 一 般 性 说 明 , 其 中 涉及 如 下 7 类 模型 . 

(一 ) 粘性 流动 与 无 粘性 流动 模型 

1. 粘性 流动 模型 

第 一 章 曾经 提 到 ,流体 的 粘性 是 流体 的 一 种 物理 特性 , 它 表示 流体 各 部 分 之 
间 动 量 传递 的 难 易 程 度 , 反 映 了 流体 抵抗 剪 切 变形 的 能 力 . 实际 流体 都 是 有 烙 
性 的 ,流体 的 粘性 用 粘度 系数 y 来 衡量 ,有 些 流体 y 值 很 大 ,如 蜂蜜 、 甘 油 、 重 油 
等 ;有 些 流体 y 值 则 很 小 ,如 空气 和 水 . 

粘性 流体 是 一 切 真实 流体 的 模型 ,因此 , 它 具 有 普遍 的 意义 . 

历史 上 ,牛顿 通过 实验 首先 提出 粘性 流体 的 前 应 力 公式 ,为 粘性 流体 力学 的 
发 展 创造 了 条 件 . 但 由 于 个 问题 的 复杂 性 ,此 后 长 期 没有 得 到 发 展 . 直到 1823 
年 L. 纳 维和 G.G. 斯 托 克 斯 分 别 建立 了 不 可 压 与 可 压 粘 性 流体 运动 方程 组 , 粘 
性 流体 力学 才 有 大 的 发 展 . 此 后 ,边界 层 、 满 流 理 论 的 研究 就 普遍 开展 起 来 了 . 

昌 然 流体 的 粘性 是 用 粘度 系数 来 衡量 ,但 是 粘度 系数 大 的 流体 未 必 当 作 粘 
性 流动 来 处 理 . 依 牛 顿 公式 (1.1.5), 粘 性 应 力 与 粘度 系数 及 速度 梯度 有 关 . 因 
此 ,虽然 流体 的 粘性 系数 较 大 ,但 如 果 流 场 的 速度 梯度 很 小 ,前 应 力 仍然 不 大 ,就 
可 以 把 它 当 作 无 粘性 流动 来 处 理 , 相反 ,如 果 流 体 的 粘性 系数 较 小 ,但 流 场 的 速 
度 梯度 很 大 , 则 仍 有 必要 把 它 当 作 粘 性 流动 来 处 理 . 例如 ,在 大 气 的 边界 处 ,由 
于 常常 具有 较 大 的 速度 梯度 ,形成 一 个 边界 层 , 在 边界 层 内 ,虽然 大 气 的 粘性 系 
数 较 小 ,但 不 把 它 当 作 无 粘性 流动 ,而 将 它 视 为 粘性 流动 . 在 流体 中 运动 的 物体 
边界 附近 ,也 有 类 似 的 情况 . 

粘性 的 考虑 使 方程 求解 的 困难 增加 ,但 它 存 在 两 个 极端 情况 :一 是 有 极 大 的 
粘性 ,以 致 在 方程 中 粘性 力 比 惯性 力 大 得 多 ,这 时 非 线性 惯性 力 项 可 予 忽略 ,从 
而 使 方程 简化 , 且 求 解 变 为 较 容易 . 另 一 极端 情况 是 粘性 极 小 ,这 时 似乎 可 忽略 
粘性 效应 ,但 方程 中 粘性 项 是 导数 最 高 阶 的 项 , 略 去 粘性 意味 着 降低 方程 阶 数 ， 
从 而 不 能 满足 方程 的 全 部 边界 条 件 ,无 法 得 到 解 . 这 是 一 个 很 大 的 矛盾 . 

1904 年 , 普 朗 特 提 出 了 边界 层 理论 ,终于 回答 了 这 个 问题 . 他 指出 ,流动 将 
分 为 两 个 区 域 ,在 远离 边界 以 外 的 区 域 中 (小 粘性 ) ,粘性 效应 可 了 予 忽略 ,并 用 无 
粘性 流体 理论 求解 . 而 在 靠近 边界 的 一 薄 层 区 域 中 ,粘性 效应 不 可 忽略 ,应 利用 
粘性 流动 理论 求解 . 这 样 ,边界 层 理论 不 仅 给 出 了 正确 的 数学 提 法 ,而 且 也 用 粘 
性 流动 理论 解释 了 在 这 种 情况 下 阻力 的 存在 . 

汕 流 是 粘性 流体 流动 中 的 一 个 重要 方面 . 实验 表明 ,流体 流动 有 两 种 流 态 ， 
层 流 和 汕 流 . 自然 界 很 多 层 流 运动 ,常常 是 不 稳定 的 , 稍 有 扰动 , 层 流 立即 转变 
为 淇 流 , 沸 流 运动 与 层 流 的 重大 差别 是 在 它 的 不 规则 性 和 输 运 能 力 的 剧烈 增 大 . 
但 是 由 于 淇 流 运动 的 复杂 性 ,其 发 生机 理 至 今 仍 不 清楚 . 目前 ,对 淇 流 的 研究 主 
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要 通过 测 流 的 平均 运动 和 涨 落 运动 求解 粘性 流体 运动 基 方程 . 
此 外 ,通常 将 粘性 流体 中 符合 牛顿 粘性 定律 的 流体 , 称 为 牛顿 流体 ;不 符合 
牛顿 粘性 定律 的 流体 , 称 为 非 牛顿 流体 . 非 牛顿 流体 力学 已 成 为 男 一 专门 学 科 . 
粘性 不 可 压缩 流体 的 运动 通常 用 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 描述 


div v =0, 
Dv 2 
C ~ -gradptuV'wv, | (3.10.1) 


po 相 =$+ kv’T. 

粘性 流体 流动 的 内 容 将 在 第 八 和 第 九 章 介 绍 . 

2. 无 粘性 流动 模型 

粘性 的 考虑 常 给 分 析 流 体 运 动 带 来 很 大 困难 ,通常 为 避 开 这 个 困难 ,对 于 那 
种 粘性 效应 不 十 分 显著 的 流动 ,可 忽略 其 粘性 效应 ,这 将 既 不 引起 对 流动 图 像 主 
要 特征 的 太 大 偏差 ,又 可 使 得 对 流体 运动 的 分 析 带 来 简便 . 这 种 粘性 效应 被 忽 
略 的 流动 ,常常 称 为 无 粘性 流动 . 

历史 上 , 正 是 由 于 上 述 原因 , 早 在 欧 拉 时 代 ,无 粘性 流动 的 研究 ,包括 无 粘性 
流动 基本 方程 组 ,平面 和 空间 无 旋 运 动 ,水 波 运动 等 ,就 已 开始 ,并 得 到 极 大 的 成 

功 . 
; 水 波 在 河中 传播 时 ,在 较 长 的 距离 上 , 仍 不 消 衰 . 大 气 在 高 空中 运动 时 ,长 
驱 直 人 ,常常 跨越 数 千 公里 . 这 表明 在 这 类 流动 中 ,粘性 并 不 起 主要 作用 . 因此 
将 其 粘性 略 去 ,以 便 可 分 析 简 便 且 能 得 到 其 主要 的 运动 规律 . 

与 粘性 流动 类 似 , 通 常 并 不 是 粘度 系数 小 就 认为 是 无 粘性 流动 ,只 有 当 粘 度 
系数 很 小 而 速度 梯度 不 大 ,或 者 当 速 度 梯度 很 小 , 而 粘度 系数 不 大 ,这 时 粘性 应 
力 都 将 是 小 的 ,就 可 把 流体 当 作 无 粘性 流动 . 这 就 是 说 能 否 忽略 粘性 效应 , 既 要 
看 粘度 系数 的 大 小 ,还 得 看 流 场 中 的 流动 情况 . 这 样 ,虽然 空气 和 水 的 粘度 系数 
都 是 小 的 ,但 能 否 视 为 无 粘性 流动 ,还 得 看 流 场 中 速度 梯度 的 大 小 . 

采用 无 粘性 流动 模型 ,就 形成 了 无 粘性 流体 的 流体 力学 理论 . 这 一 理论 在 
解释 很 多 实际 问题 如 水 波 、 机 辟 升 力 \. 诱 导 阻 力 等 方面 ,起 到 了 重要 的 作用 . 但 
它 不 能 解释 物体 在 流体 中 运动 的 阻力 及 管道 和 渠道 中 压力 损失 等 一 类 重要 问 
题 ,对 这 类 问题 ,无 粘性 流动 模型 与 实际 流体 有 较 大 差距 . 

无 粘性 不 可 压缩 流体 的 运动 通常 用 欧 拉 方 程 组 描述 

div wm =0， 
De (3.10.2) 
无 粘性 流体 流动 的 内 容 将 在 第 四 、 第 五 第 六 章 介绍 . 
(二 ) 可 压缩 流动 与 不 可 压缩 流动 模型 
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1. 可 压缩 流动 模型 

从 第 一 章 知 道 ,流体 的 可 压缩 性 是 ,在 外 力作 用 下 流体 的 体积 或 密度 发 生 改 
变 的 性 质 . 流体 的 可 压缩 性 通常 用 等 温 压 缩 系数 来 衡量 ,如 所 周知 ,流体 都 是 可 
以 压缩 的 ,相对 来 说 ,液体 的 可 压缩 性 比较 小 ,气体 的 可 压缩 性 比较 大 . 

可 压缩 流体 运动 的 研究 开展 得 比 不 可 压缩 流体 晚 ,真正 开始 是 在 斯 托 克 斯 
建立 了 可 压缩 流体 运动 方程 组 之 后 ,并 在 20 世纪 得 到 极 快 的 发 展 . 

虽然 流体 的 可 压缩 性 用 等 温 压缩 系数 来 衡量 ,但 并 不 是 说 等 温 压缩 系数 大 
的 流体 流动 就 是 可 压缩 流动 . 依 (1.1.1) 式 ， 

yr = 0 (3.10.3) 

上 和 式 可 写 为 


~ yrAp, (3.10.4) 


这 表明 ,压缩 性 的 影响 依赖 于 等 温 压 缩 系数 的 大 小 ,和 流体 中 压强 变化 的 大 小 . 
当 等 温 压缩 系数 不 小 而 压强 变化 很 小 ,或 者 压强 变化 不 小 而 等 温 压 缩 系数 很 小 
时 ,压缩 效应 都 是 小 的 ,这 时 流体 就 可 视 为 不 可 压缩 的 . 相反 , 当 等 温 压 缩 系数 
不 大 而 压强 变化 很 大 ,或 者 压强 变化 不 大 而 等 温 压缩 系数 很 大 时 ,压缩 效应 都 将 
变 得 很 大 ,这 时 流体 就 应 视 为 可 压缩 的 . 

空气 在 运动 中 的 压力 变化 常常 由 速度 变化 决定 ,以 后 将 会 看 到 , (3.10.4) 式 
可 由 下 式 代替 : 


Ap~7Y/2Y 
A (3.10.5) 
其 中 y 为 绝热 指数 ,a 为 声速 


SA a ls (3.10.6) 


由 此 式 看 到 ,只 要 流体 速度 v 远 小 于 声速 ,那么 Ap/p 就 是 小 的 ( 当 流 体 不 可 压 
时 ,声速 a 为 无 穷 ,Ap/o 二 0). 习惯 上 , 常 采用 v/a =0.3 为 可 压缩 与 不 可 压缩 
流动 的 分 界 . v/a<0.3, 流 体 认为 是 不 可 压缩 的 , v/a >0.3, 认 为 是 可 压缩 的 . 
空气 的 声速 为 340m/s, 那 么 ,速度 小 于 110m/s 的 空气 流动 ,就 认为 是 不 可 压缩 
的 ,这 对 几乎 所 有 的 自然 大 气 运动 ,无 疑 都 是 满足 的 . 而 速度 大 于 110m/s 的 空 
气流 动 (如 高 速 飞行 物体 在 空气 中 ) ,就 可 认为 是 可 压缩 的 . 

考虑 流体 为 可 压缩 时 ,流体 的 运动 将 变 得 复杂 得 多 ,这 是 由 于 ,第 一 ,流体 密 
度 变 为 非常 数 ,密度 的 变化 不 仅 将 引起 流体 热 状 况 的 变化 ,同时 它 又 反 过 来 影响 
流体 的 力学 状态 . 在 数学 上 ,方程 中 未 知 量 多 了 一 个 ,为 求解 得 再 引入 其 它 方 
程 ,于 是 方程 组 中 出 现 了 状态 方程 及 能 量 方程 与 未 知 数 (温度 ). 第 二 ,连续 性 
方程 变 为 非 线性 的 ,使 求解 困难 . 第 三 ,在 某 些 情况 下 ,可 能 产生 物理 量 的 间断 
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面 ,通常 称 为 激 波 ,流体 质点 经 过 激 波 , 炉 、 密 度 、 压 强 、 温 度 和 速度 等 都 将 产生 一 
个 急剧 (跳跃 ) 的 变化 . 

在 可 压缩 流动 中 ,将 以 流体 速度 大 于 、 接 近 、 小 于 声速 ,把 流动 分 为 超声 速 流 
动 \ 跨 声速 流动 \ 亚 声速 流动 ,这些 流动 的 性 质 对 它们 的 数学 处 理 将 有 很 大 的 不 
同 . 

可 压缩 无 粘性 完全 气体 的 运动 可 用 下 述 方程 组 描述 (通常 不 考虑 质量 力 , ) 


Pe + pdiv v = 0， 

o 品 2 = - vp, (3.10.7) 
“p=pR RT,, 

po 新 = 呈 + div (kgrad T). 


2. 不 可 压缩 流动 

历史 上 ,不 可 压缩 流动 的 研究 比 可 压缩 流动 早 得 多 , 伯 努 利 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 
等 都 在 这 方面 作出 了 很 大 贡献 . 

在 处 理 实际 问题 中 ,为 了 简便 ,有 时 将 流体 的 密度 近似 看 为 不 变 的 , 称 为 不 
可 压缩 流体 . 所谓 密 度 视 为 不 变 ,实际 上 是 指 相 对 密度 变化 Ap/p 很 小 . 液体 在 
很 大 的 压强 变化 下 ,密度 的 变化 是 很 小 的 ， 所 以 常常 将 液体 视 为 不 可 压缩 的 ( 然 
而 ,在 水 下 爆炸 、 水 锤 问题 中 ,必须 把 液体 视 为 可 压缩 的 ). 在 一 些 情况 下 ,也 把 
气体 视 为 不 可 压缩 的 ,已 如 上 所 述 . 

采用 流动 为 不 可 压缩 的 ,将 使 方程 组 有 很 大 简化 ,这 时 取 密 度 为 常数 ,方程 
组 将 减少 一 个 未 知 量 . 

(三 ) 非 定常 流动 与 定常 流动 模型 

1. 非 定常 流动 模型 

一 切 随时 间 变化 的 流动 ,都 是 非 定常 流动 . 其 中 除了 随时 间 变化 极 慢 的 流 
动 可 近似 为 定常 流动 外 ， 都 必须 考虑 其 非 定常 效应 ， 这 时 不 仅 产 生 不 定常 变化 


项 , 范 天 0， 而 且 当 流动 变 得 太 快 时 ,可 能 产生 新 的 物理 现象 . 例如 ,管道 水 流 突 


然 因 阀门 关闭 ,产生 很 强 的 惯性 作用 ， 
压力 波 在 管 中 的 传播 ， 这 就 是 通常 所 称 的 水 锤 ( 击 ) 现 象 

2. 定常 流动 模型 

流体 的 运动 通常 是 随时 间 变 化 的 ,这 是 容易 想象 的 ,但 有 些 流体 运动 ,随时 
间 变 化 不 大 ,例如 ,河水 在 相当 长 一 段 时 间 内 ,流动 几乎 一 样 ;飞机 在 作 等 速 直线 
运动 时 ,在 飞机 上 的 观测 者 来 看 ,流动 也 几乎 不 变 . 对 于 这 种 流动 ,常常 认为 是 


定常 的 , 即 流 场 流 态 不 随时 间 变 化 . 用 数学 表示 为 了 = 0. 由 于 对 定常 流动 的 研 


， 15S4 ， 第 三 章 流体 运动 的 基本 方程 组 


究 要 简单 得 多 ,甚至 有 时 在 定常 流动 的 条 件 下 ,微分 方程 可 直接 积分 出 来 ,因此 ， 
定常 流动 是 一 种 简化 模型 

非 定常 流动 有 时 可 以 转变 为 定常 流动 ,例如 物体 在 水 面 的 等 速 运动 ,在 岸 边 
看 是 非 定常 流动 ,但 在 物体 上 看 则 是 定常 流动 . 

虽然 ,为 了 方便 ,常常 是 把 非 定常 流动 设法 当 作 定常 流动 处 理 ,然而 ,在 流动 
问题 的 数值 计算 中 , 却 宁愿 把 定常 流动 当 作 不 定常 流动 处 理 ,以 非 定常 流动 逼近 
定常 解 ,可 避免 直接 解 定常 边 值 问题 的 困难 . | 

(四 ) 有 旋 流 动 与 无 旋 流动 模型 

1. 有 旋 流 动 模型 

第 一 章 曾经 指出 过 ; 流 场 中 流体 质点 有 旋转 的 流动 称 为 有 旋 流 动 ， 有 旋 流 
动 在 自然 界 是 普遍 存在 的 , 澡 盆 涡 ,大 气 中 的 台风 , 绕 物体 流动 的 尾 涡 , 等 等 ,都 
是 一 种 有 旋 运动 ， 

欧 拉 早 就 对 无 旋 流动 作 了 研究 ,并 指出 还 可 能 有 另 一 种 流动 . 但 是 直到 雍 
姆 霍 效 才 对 有 旋 流动 作 了 研究 ,他 成 了 研究 有 旋 流 动 的 莫 基 人 . 

表征 有 旋 运 动 的 物理 量 称 为 涡 量 ,也 即 速度 旋 度 ,其 大 小 是 流体 质点 旋转 角 
速度 的 两 倍 . 涡 量 高 度 集聚 的 区 域 就 是 涡 . 研究 有 旋 运 动 主要 就 是 研究 涡 的 产 
生 ,运动 发展 以 及 涡 与 涡 、 流 等 之 间 相互 作用 的 .后 面 将 指出 ,如 果 流体 是 斜 压 
的 ,或 者 作用 于 流体 的 力 是 非 有 势 的 ,或 者 流体 是 有 粘性 的 ,那么 ,在 流体 中 就 将 
产生 涡 . 这 说 明了 涡 的 普遍 存在 . 飞机 村 面 附近 的 落 层 流体 (边界 层 ) 中 由 粘性 
产生 的 涡 量 , 导 致 飞机 产生 了 升力 . 有 放流 动 与 大 气 、 海 洋 中 的 很 多 现象 也 密切 
相关 ,大 气 、 海 水 既是 一 种 斜 压 流体 ,而 且 受到 科 氏 力 的 作用 (虽然 很 小 ,但 对 这 
种 大 尺度 的 运动 影响 很 大 ) ,再 加 上 大 气 、 海 水 的 粘性 ,使 得 在 大 气 、 海 洋 中 产生 
大 大 小 小 各 种 尺度 的 涡 旋 .、 

我 国 著名 流体 力学 家 陆 士 嘉 曾经 指出 ;流体 的 本 质 就 是 涡 ,因为 流体 经 不 
住 ' 搓 ，, 一 ' 搓 ,就 搓 ' 出 了 涡 .” 可 见 涡 的 普遍 存在 以 及 涡 的 重要 性 ,虽然 以 往 对 
涡 的 研究 比较 慢 ,但 正 因为 涡 的 重要 性 和 对 涡 的 未 知 , 目 前 对 涡 的 研究 “ 正 处 在 
(第 二 个 ) 黄 金 时 期 ” 

有 旋 流动 的 内 容 将 在 第 五 章 中 介绍 . 

2. 无 旋 流动 模型 | 

无 旋 流动 是 流 场 中 各 质点 无 旋转 的 流体 运动 从 上 可 知 ,自然 界 中 无 旋 运 
动 很 难 见 到 ,因为 流体 通常 是 斜 压 的 ,有 粘性 的 , 科 里 奥 利 力 ( 非 有 势力 ) 也 可 能 
在 起 作用 ,这 都 将 导致 产生 涡 . 然而 ,在 一 些 假设 下 或 某 种 近似 时 ,流动 可 以 视 
为 无 旋 的 .后 面 将 会 看 到 ,无 粘性 正 压 流体 在 有 势力 的 作用 下 ;均匀 来 流 绕 物体 
的 流动 及 从 静止 开始 的 流动 都 将 是 无 旋 的 . 这 样 ,例如 机 可 绕 流 ,水 波 运动 等 都 
认为 是 一 种 无 施 运 动 ,这 类 流动 在 工程 中 经 常 遇 到 ,具有 重要 意义 . 在 无 旋 的 条 
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件 下 ,就 有 速度 势 存 在 ,再 在 流体 不 可 压 时 ,得 到 了 速度 势 的 拉 普 拉 斯 方程 ,数学 
上 有 成 熟 的 处 理 方法 ,因此 无 旋 运 动 是 一 种 有 广泛 应 用 的 简化 模型 . 

无 旋 流动 的 内 容 将 在 第 六 章 中 介绍 . 

(五 ) 重力 流体 与 非 重力 流体 模型 

在 流体 运动 中 ,重力 的 作用 一 般 是 要 考虑 的 . 对 于 低速 运动 的 流体 ,惯性 力 
较 小 ,重力 是 影响 流体 运动 的 主要 因素 ,尤其 是 在 海洋 或 大 气 运动 中 ,更 是 如 此 ， 
此 外 ,在 有 自由 面 及 因 密 度 分 布 不 均匀 而 引起 的 流体 运动 中 ,重力 也 起 主要 作 
用 . 但 是 ,在 高 速 气流 运动 中 ,由 于 惯性 力 比重 为 大 得 多 ,重力 常常 被 忽略 . 

(六 ) 一 维 、 二 维 与 三 维 流动 模型 

1. 一 维 流动 模型 

严格 说 所 有 流动 参数 (速度 、 密 度 、 压 强 等 ) 仅 取决 于 一 个 位 置 坐 标 (和 时 间 ) 
的 流动 , 称 一 维 流动 . 沿 管道 的 流动 不 一 定 是 一 维 流动 ,因为 在 管 截面 上 流动 参 
数 可 以 是 不 均匀 分 布 的 .5 只 有 当 参 数 均匀 分 布 或 者 按 截面 计算 平均 流动 参数 的 
管道 流动 , 才 是 一 维 流动 . 流体 在 细 管 中 的 运动 ,空间 辐射 状 流动 等 ,都 是 近似 
的 一 维 流动 . 

2. 二 维 流动 模型 | 

所 有 流动 参数 仅 取决 于 两 个 位 置 坐 标 ( 和 时 间 ) 的 流动 是 二 维 流动 . 

流体 力学 中 常用 两 种 坐标 来 讨论 二 维 流动 . 一 种 是 平面 流动 ,如 一 维 波动 、 
平面 物体 绕 流 都 是 平面 流动 , 另 一 一 种 是 轴 对 称 流动 ,如 子弹 ,水雷 等 轴 对 称 物体 
沿 轴线 方向 的 流动 . 

3. 三 维 流动 模型 . . 

所 有 流动 参数 取决 于 三 个 位 置 坐标 (和 时 间 ) 的 流动 ,是 三 维 流动 ,这 种 流动 
都 较为 复杂 ,有 时 就 简化 为 二 维 情形 ,如 对 细 长 体 (三 维 ) , 常 取 二 维 近似 求解. 

(七 ) 绝热 流动 与 等 闹 流动 模型 

1. 绝热 流动 模型 

在 许多 流动 系统 中 均 伴 随 有 传 热 现象 ,热量 的 来 源 既 可 以 是 该 系统 与 其 外 
界 环境 之 间 的 热 交 换 , 也 可 以 是 流动 系统 内 部 ,由 于 物理 与 化 学 作用 而 产生 的 ， 
如 介质 的 热 辐 射 ， 放电 (电能 转化 为 热能 ) 和 化 学 反应 (化 学 能 转化 为 热能 ) 等， 

一 个 流动 系统 如 果 没 有 这 类 热量 输入 或 生成 ,而 且 流 动 系统 内 部 也 不 存在 热 传 

导 现 象 ,这 样 的 流动 称 为 绝热 流动 . 

流体 的 粘性 作用 与 流动 中 出 现 的 激 波 也 能 使 流动 产生 机 械 能 耗损 ,从 而 转 
变 为 热能 ,这 是 绝热 流动 所 容许 的 . 并 将 没有 机 械 能 耗损 的 绝热 流动 称 为 可 逆 
绝热 流动 ,而 将 存在 机 械 能 耗损 的 绝热 流动 称 为 不 可 逆 绝 热流 动 . 

严格 的 绝热 流动 是 很 难 实现 的 ,即使 没有 热量 从 外 部 传人 或 在 内 部 生成 , 流 
动 系统 中 也 往往 伴 有 不 均匀 的 温度 分 布 ,这 就 会 导致 热传导 现象 的 出 现 . 一 
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流动 系统 中 如 果 传 人 与 生成 的 热量 都 非常 小 ,而 且 热 传导 的 影响 也 可 忽略 不 计 ， 
则 可 近似 地 认为 是 绝热 流动 . 例如 流体 通过 激 波 时 ,由 于 所 需 的 时 间 非 常 短暂 ， 
以 致 传 热机 制 尚未 充分 形成 , 故 可 近似 为 绝热 流动 . 又 如 声波 的 传播 也 可 采用 
这 一 近似 . 试 考虑 描述 声波 运动 的 能 量 方程 (3.6.26b) 

pc 于 = 2 + div (kgrad T)+9 


其 中 惯性 项 p cy D 工 的 主要 项 为 p C。 3 , 它 的 数量 级 为 pc。 人 ,a 与 2 分 别 为 


声波 速度 与 波长 ,而 热传导 项 div (kgrad 了 ) 的 数量 级 为 十. 惯性 项 对 热传导 
项 的 量 级 比 为 全 2Pr ,其 中 普 朗 特 数 Pr = 5 中. 对 于 空气 Pr 一 0.715 多 =1.57 x 
10-sm2/s,a = 340m/s, 和 人 耳 可 闻 的 声波 波长 一 般 在 10 习 一 20m 的 范围 内 , 现 
取 和 =10-*m, 则 这 一 量 级 比值 约 为 1.5X10. 故 热传导 项 的 作用 可 以 完全 忽略 
不 计 ,而 将 运动 视 为 绝热 的 . 


2 等 炳 流动 模型 
在 流动 系统 中 ,如 果 每 个 流体 质点 的 入 在 运动 过 程 中 保持 不 变 即 
DS _9S ， ; 
re + v*YS:=0 


则 此 流动 称 为 等 炉 流 动 . 在 这 类 流动 中 ,虽然 每 个 流体 质点 的 焙 保 持 不 变 ,但 不 
同 流体 质点 的 箭 可 以 有 不 同 的 值 ,因而 整个 流 场 内 的 箭 并 非 为 同一 常数 . 如 果 
流 场 在 初始 时 是 匀 灼 ( 即 各 流体 质点 的 炉 相同 ), 则 在 以 后 的 任何 时 刻 都 是 义 
炳 的 , 即 S 为 一 常数 . 这 类 流动 可 称 为 匀 炉 流动 ,但 也 有 人 称 为 等 炉 流 动 . 

考虑 用 焙 表 示 的 能 量 方程 (3.6.27) 


中 = div (kgrad T)+ 9 


要 严格 保持 DS = 0 有 两 种 可 能 ,一 种 是 热传导 项 与 粘性 耗 散 项 相互 抵消 ,这 在 


实际 上 是 很 难 实现 的 , 另 一 种 是 热传导 项 与 粘性 耗 散 项 均 为 零 . 这 意味 着 可 逆 
的 绝热 流动 是 等 炳 流动 ,而 不 可 逆 的 绝热 流动 是 非 等 炉 流 动 . 换 句 话说 ,只 有 能 
忽略 流体 粘性 与 热传导 的 连续 运动 才 可 近似 看 为 等 炉 流 动 . 

对 于 比 热 为 常数 的 完全 气体 . 箭 的 表达 式 (3.8.17) 为 


p 
二 十 常数 C. 
De sr 


从 等 坟 方程 如 -0, 可 得 到 了 也)=0, 故 描述 无 粘性 可 压 毕 完全 气体 作 等 和 运 


$= Cn 
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动 时 的 方程 组 为 : 
Pe 十 py “v=0, 
Dv _ 1 
Dr Tp Vp, 
p=pRT, (3.10.8) 
p= Co 
与 此 有 关 的 内 容 将 在 第 十 章 介 绍 
小 结 


流体 力学 基本 方程 组 是 所 有 牛顿 流体 运动 都 必须 遵循 的 ,因此 它 具 有 基本 
的 重要 性 . 

流体 力学 基本 方程 组 通常 采用 欧 拉 法 表示 ,相应 地 必须 采用 控制 体 ,而 基本 
物理 定律 是 对 系统 而 言 的 ,因此 必须 建立 体积 分 的 随 体 导数 公式 . 

用 微 六 面体 元 建立 微分 形式 的 基本 方程 ,是 流体 力学 的 常用 的 方法 . 利用 
这 一 方法 可 以 掌握 很 多 概念 和 方法 细节 . 建立 积分 形式 的 基本 方程 的 方法 则 较 
简捷 、 且 带 有 普遍 性 (不 像 建立 微分 形式 的 基本 方程 组 那样 取 一 特殊 体 元 ). 微 
分 形式 及 积分 形式 的 基本 方程 在 应 用 中 各 有 其 优 缺 点 . 

连续 性 方程 \ 运 动 方程 .能量 方 程 分 别 是 质量 守恒 律动 量 平衡 律 能 量 守恒 
律 的 数学 表示 式 ,它们 是 普遍 成 立 的 ,是 所 有 牛顿 流体 运动 都 必须 遵循 的 . 但 由 
于 方程 的 封闭 性 及 非 线性 性 质 等 原因 ,求解 是 困难 的 . 

利用 基本 方程 组 来 解决 具体 问题 时 ,初始 条 件 及 边界 条 件 也 是 必 不 可 少 的 ， 
在 具体 问题 中 ,这 些 条 件 千差万别 、 必 须 灵活 应 用 . 

为 了 能 从 方程 组 求解 ,介绍 了 一 些 从 理论 上 研究 流体 运动 的 简化 模型 ,如 无 
粘性 流体 \ 不 可 压缩 流体 、 定 常 与 无 旋 流动 等 . 
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{三 ) 连续 性 原理 
工 . 达 . 芬 奇 (1452 一 1519) 是 一 个 多 才 多 艺 的 奇才 ,他 很 注意 观察 一 切 自然 
现象 ,也 非常 重视 实验 方法 ,他 对 流体 力学 的 发 展 做 出 过 很 多 贡献 . 大 约 在 1500 
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年 左右 . 他 就 提出 了 定常 流动 的 体积 流量 守恒 原理 ,他 说 :“ 沿 河流 的 任何 一 部 
分 ,在 相同 的 时 间 内 ,应 通过 相同 流量 的 水 ,不 管 河流 的 宽度 、 深 度 、 坡 度 、 粗 糙 度 
和 曲折 度 如 何 ”, 他 还 发 现 对 “一 深度 均匀 的 河流 , 罕 的 地 方 较 宽 的 地 方 水 流速 度 
要 快 ”. 他 更 风趣 地 用 一 类 比 来 说 明 这 一 原理 . 他 说 “譬如 一 队 训 练 有 素 的 士兵 
要 通过 一 条 宽窄 不 一 的 大 街 . 这 街 的 宽度 可 以 是 4m、8m 甚至 16m, 如 果 通 过 时 
要 求 要 保持 一 定 的 密集 度 和 要 利用 一 切 可 以 利用 的 街 宽 , 则 士兵 通过 时 ,假定 在 
街 宽 的 部 分 走 1 步 , 中 等 部 分 须 走 2 步 ,而 窗 的 部 必须 走 4 步 , 这 明确 说 明 在 相 
同时 间 内 要 通过 相同 的 数量 ,速度 与 街 宽 必须 成 反比 ”. 他 还 说 “对 一 给 定 的 小 
和 孔 , 高 速度 较 低速 度 流 出 的 水 更 多 ,速度 增加 1 倍 , 在 相同 时 间 内 ,流出 的 水 也 增 
加 1 倍 ,速度 增加 3 倍 时 ,流出 的 水 也 增加 3 倍 , 这 表明 : 横 截面 一 定 ,流量 与 速 
度 成 正比 ”. 可 惜 这 些 流体 力学 中 的 基本 原理 , 当时 并 未 引起 人 们 的 注意 ,直到 
一 百 多 年 后 的 1628 年 才 又 被 B.B. 卡 斯 特 里 (1577 一 1644) 重 新 发 现 . 他 把 它 令 
述 为 “虽然 沿 河流 的 各 横 截面 并 不 相等 ,但 在 相同 时 间 内 , 流 过 这 些 横 截面 的 流 
量 应 相等 ”, 接 着 他 还 解释 说 “ 沿 河 流 C, 有 两 个 横 截 面 A 和 B, 河 水 由 A 流向 
B ,我 说 在 相等 时 间 内 , 流 过 它们 的 流量 应 相等 ,因为 如 果 流 过 A 的 流量 大 于 流 
过 B 的 , 则 在 河流 的 A 与 B 之 间 会 使 积 水 不 断 增加 ,这 显然 是 不 正确 的 . 但 如 
果 流 出 B 截面 的 水 多 于 流 人 A 截面 的 水 , 则 A 与 B 之 间 会 不 断 减少 水 ,这 也 是 
错误 的 . 所 以 ,在 相等 的 时 间 内 ; 流 过 B 截面 的 水 流量 应 等 于 流 过 A 截面 的 水 
流量 ,这 一 原理 现 称 为 达 : 芬 奇 - 卡 斯 特 里 原理 . 

水 利 工程 师 们 将 这 一 原理 广泛 地 应 用 于 解决 各 种 实际 问题 如 明渠 流动 与 
江河 流动 等 . 1744 年 J.R. 达 朗 伯 (1717 一 1783) 根 据 这 一 原理 ,应 用 数学 方法 ， 
导出 定常 不 可 压缩 流体 微分 形式 的 连续 性 方程 . 11 年 后 ,L. 欧 拉 (1707 一 1783) 
又 将 这 一 原理 应 用 于 一 根 流 管 , 并 用 质量 去 代替 流量 即 沿 流 管 的 质量 应 守恒 . 
随即 根据 这 一 新 原理 在 直角 坐标 系 中 取 微 六 面体 导出 了 非 定 常 可 压缩 流体 微分 
形式 的 连续 性 方程 . 应 当 注 意 对 均 质 不 可 天 缩 流体 ,体积 流量 守恒 原理 即 质量 
守恒 原理 . 

(四) 能 量 守恒 原理 : . 

能 量 守恒 这 一 字 宙 普遍 规律 是 在 不 同 国家 由 不 同学 科 的 科学 家 经 过 长 期 的 
共同 努力 和 不 懈 的 观察 ,实验 与 探索 后 才 逐 渐 发 现 和 完善 的 . 它 的 起 源 是 在 力 
学 . 约 在 公元 一 世纪 ;希腊 科学 家 希 罗 (亚历山大 ) 首 先 明 显 地 应 用 虚 功 ( 即 势 能 
守恒 ) 原 理 来 解释 与 讨论 单个 或 多 个 滑轮 提升 重 物 的 问题 . 约 13 世纪 中 叶 ,法 
国 数学 家 N. 乔丹 纳 斯 第 一 个 明确 地 利用 直 辟 与 曲 辟 杠 杆 和 斜面 来 阐述 与 证 明 
虚 功 原理 . 16 世纪 意大利 力学 家 G. 乌 巴 尔 德 (1545 一 1607) 和 物理 与 天 文学 家 
G. 伽利略 (1$64 一 1642) 分 别 将 虚 功 原理 应 用 于 杠杆 、 滑 轮 和 斜面 上 一 物体 与 通 
.过 滑轮 相连 的 另 一 悬挂 物体 之 间 的 平衡 问题 . 
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.1638 年 当 伽 利 略 研究 自由 落体 , 单 摆 和 物体 沿 斜面 运动 时 发 现 物体 的 速度 

只 能 通过 高 度 变 化 得 到 ,而 且 物 体 下 降 所 获得 的 速度 正好 能 使 它 返回 自 原来 的 
高 度 . 1673 年 荷兰 数学 与 物理 学 家 C. 惠 更 斯 (1629 一 1695 ) 将 伽利略 的 单 摆 实 
验 推 广 至 复 摆 情 况 ,结果 发 现在 重力 作用 下 , 复 摆 重心 的 上 升 高 度 不 能 高 于 其 下 
降 的 高 度 . 1686 年 德国 数学 家 G.W.F. 莱 布 尼 兹 (1646 一 1716) 在 进行 落体 实验 
后 ,提出 用 运动 能 mv? 来 度量 物体 的 运动 . 这 样 ,伽利略 与 惠 更 斯 的 实验 结果 
意味 着 运动 能 守恒 . 1690 年 惠 更 斯 进行 二 相同 弹性 体 的 碰撞 实验 . 结果 发 现 碰 
撞 前 后 的 运动 能 mv? 不 变 , 他 还 指出 这 一 原理 可 适用 于 其 它 许多 情况 包括 液体 
的 运动 . 1738 年 瑞士 物理 与 数学 家 D. 伯 努 利 (1700 一 1782) 将 此 原理 应 用 于 容 
器 出 流 获 得 了 著名 的 伯 努 利 定理 . 

当 菜 布 尼 兹 研究 自由 落体 时 , 曾 试图 比较 与 探索 动能 与 势能 之 间 的 关系 , 结 
果 发 现 它们 的 量 纲 是 相同 的 . 1735 年 D. 伯 努 利 的 父亲 本 . 伯 努 利 (1667 一 1748) 
表示 支持 运动 能 守恒 的 观点 ,同时 ,进一步 指出 如 果 运动 能 有 变化 ,可 能 是 转化 
为 其 它 形式 的 能 . 可 见 莱 布 尼 兹 与 伯 努 利 等 人 的 研究 均 促 使 他 们 考虑 动能 与 势 
能 之 间 的 互 换 性 . 到 1750 年 前 后 ,一 个 理想 与 孤立 的 机 械 系 统 在 重力 作用 下 ， 
它 的 机 械 能 ( 即 动能 与 势能 之 和 ) 守 恒 原 理 已 牢固 确立 . 

在 非 弹性 碰撞 中 显然 运动 能 是 不 守恒 的 . 但 对 失去 的 运动 能 走向 何方 却 
有 不 同 的 解释 ,有 人 认为 失去 的 运动 能 不 会 毁灭 ,可 能 是 被 各 种 阻碍 或 制约 所 
吸收 ,也 有 人 认为 转化 为 弹性 势能 等 . 但 却 没有 人 将 这 一 现象 与 热效应 联系 
起 来 . 

1798 年 美国 物理 学 家 B.C. R. 汤姆 森 (1752 一 1814) 在 德国 监制 大 炮 时 发 现 
所 用 钻头 越 钝 ,所 外 下 的 金属 削 越 少 ,而 炮 膛 所 产生 的 热量 却 越 多 . 他 还 把 炮 简 
放 在 水 槽 里 ,让 几 匹 马 推动 一 支 钝 钻头 钻 孔 ,外 了 两 个 多 小 时 , 槽 内 的 水 甚至 沸 
腾 起 来 ,这 表明 热 的 来 源 只 能 是 钻头 的 运动 . 1799 年 英国 化 学 家 S. H. 戴 维 
(1778 一 1829) 在 真空 中 用 一 钟表 机 械 使 两 个 冰 块 相互 摩擦 ,并 使 整个 仪器 保持 
在 0C. 几 分 钟 后 , 冰 吸 收 热 融化 成 水 ,这 些 实验 均 说 明 机 械 运动 可 以 产生 热能 . 
1800 年 英国 科学 家 W. 尼 科 尔 森 (1753 一 1815) 和 医生 卡莱尔 通过 电解 水 实验 证 
明 电 可 以 引起 化 学 反应 , 即 电能 可 以 转变 为 化 学 能 . 1820 年 丹麦 物理 学 家 J.C. 
奥 斯 特 通过 实验 证 明 电 能 可 以 转化 为 磁 能 ; 1821 年 德国 物理 学 家 T.J. 西 贝克 
(1770 一 183?) 制 成 温差 电 偶 ,证 明 热 能 可 以 转化 为 电能 . 1831 年 英国 物理 与 化 
学 家 M. 法 拉 弟 (1791 一 1867) 用 实验 证 明 磁 能 可 以 转化 为 电能 . 这 些 实验 均 充 
分 表明 :自然界 的 各 种 运动 形式 以 及 它们 所 表征 的 能 量 形式 都 是 可 以 相互 转 
换 的 . 

1840 年 德国 内 科 医 生 J.R. 迈 尔 (1814 一 1878) 随 船 从 荷兰 至 东 印 度 , 在 热 
带 地 区 发 现 患 病 海员 的 静脉 血液 较 在 欧洲 时 更 红 , 在 法 国 化 学 家 A.L. 拉 瓦 锡 
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(1743 一 1794) 的 呼吸 燃烧 理论 的 启示 下 ,他 认为 这 是 由 于 血液 中 含 氧 较 多 的 缘 
故 . 因为 维持 人 的 体力 与 体 热 的 来 源 是 食物 ,而 食物 的 消化 过 程 犹 如 无 机 物 的 
燃烧 一 样 , 在 热带 维持 体 热 所 需 的 能 量 较 少 ,静脉 血液 中 所 余 留 的 氧气 较 多 , 故 
更 红 . 这 样 ,他 就 发 现 生物 体内 的 能 量 输入 与 输出 是 平衡 的 ,同时 和 机 械 能 一 
样 ,化 学 能 也 可 转化 为 热能 . 他 的 这 一 论文 是 1842 年 发 表 的 ,但 未 引起 注意 ,20 
年 后 , 才 受 到 英国 物理 学 家 本. 廷 德尔 (1820 一 1893) 的 高 度 评价 . 

从 1840 年 英国 物理 学 家 J].P. 焦 耳 (1818 一 1889) 长 期 坚持 不 懈 地 用 各 种 方 
法 进行 电能 与 热能 ,电能 与 机 械 能 和 机 械 能 与 热能 之 间 的 转换 实验 ,并 比较 精确 
地 测定 出 电热 当量 值 和 热 功 当量 值 . 1847 年 他 的 实验 结果 公布 后 未 受到 重视 ， 
二 月 后 ,英国 物理 与 数学 家 W. 汤姆 森 (1824 一 1907) 给 予 充分 肯定 后 才 引 起 友 
动 . 

同 在 1847 年 ,德国 物理 与 生理 学 家 HH. 交 姆 霍 兹 (1821 一 1894) 独 立地 发 表 
了 与 焦耳 的 内 容 相 近 的 论文 ,全 面 地 阐述 了 各 种 能 量 形式 之 间 的 等 价 关系 ,并 用 
数学 的 形式 表达 出 一 般 的 能 量 守恒 原理 ,而 热力 学 第 一 定律 仅 为 能 量 守恒 原理 
在 热力 学 中 的 具体 体现 . 经 过 至 少 二 百 多 年 的 时 间 和 大 约 60 多 位 科学 家 的 共 
同 努力 ,一般 的 能 量 守恒 与 转换 原理 终于 确立 . 
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3.1 写 出 下 列 各 量 的 数学 表达 式 : 

(1) 单位 时 间 内 以 n 为 法 向 的 面积 元 dA 上 的 流体 体积 流量 ; 

(2) At 时 间 内 经 固定 不 动 空间 r 的 表面 S 净 流 入 r 内 的 质量 ; 

(3) 流体 体积 + 内 的 动量 、 动 能 的 随 体 导体 . 

3.2 求 各 种 坐标 系 下 的 连续 性 方程 (用 微 六 面体 ): 

(1) 柱 坐 标 ; 

(2) 球 坐 标 ; 

(3) 一 般 曲线 坐标 . | 

3.3 下 列 各 种 流体 运动 中 ,哪个 方向 速度 分 量 为 零 , 然 后 写 出 连续 性 方程 : 
(1) 流体 质点 在 每 一 平行 平面 上 作 径 向 运动 ; 

(2) 流体 质点 在 空间 作 径 向 运动 ; 

(3) 流体 质点 在 每 一 个 都 交 于 z 轴 的 平面 上 运动 ; 

(4) 流体 质点 在 同心 的 球面 上 运动 ; 

(5) 流体 质点 在 共 轴 的 圆柱 面 上 运动 , 若 再 加 上 无 轴 向 运动 ,又 如 何 ? 
(6) 流体 质点 在 共 轴 上 旦 有 共同 顶点 的 锥 面 上 运动 . 

3.4 二 维 不 可 压缩 流体 具有 速度 分 量 为 


号 
| 
2 
一 一 
| 
rw 
| 
十 
CoE 
%| 吕 
TT 
8 
局 
V 
Ey 
Vv 
© 


wm =0, 
其 中 Ro 及 ci 为 任意 常数 , 问 连续 性 方程 是 否 满足 ? 
3.5 在 流体 中 取 一 任意 形状 的 控制 体 , 由 此 求 连续 性 方程 . 
3.6 流体 作 有 自由 面 的 三 维 波动 ,底面 为 平面 且 流体 等 深 , 波动 振幅 小 , 求 连续 性 方程 . 
“3.7 对 于 速度 场 


了 = 1 Fi i= 1,2,3, 


证 明 ,azyz = poabc 其 中 a ,65,c 是 拉 格 朗 日 变量 ,oo 是 初始 密度 ;po = p(a,b,c ,0). 
3.8 证 明 速 度 场 
i = 1,2,3 


满足 不 可 压 流体 的 连续 性 方程 , 式 中 A 为 常数 ,R? = zx?+ y+z?. 
3.9 证明 ;车 流体 不 可 压 ,存在 一 函数 %, 便 满足 维 连续 性 方程 , 少 由 二 维 速 度 w 、v 决 


定 ， 
_ 30 =-_ 9 
u=3y v=-F 
若 u= ryty, v= Zr -yz, 
求 y. 


3.10 一 等 截面 管子 ABC 在 B 处 成 直角 , AB 竖 直 , BC 水 平 AB = BC = a, 管 内 充满 液 
体 ,液体 是 无 粘 的 . 密度 p 为 常数 . 证 明 , 当 打开 C 处 阀门 的 瞬时 ,垂直 管 中 的 压强 立即 降低 
一 半 . 设 大 气压 略 去 不 计 . 

“3.11 一 中 空 且 压强 为 零 的 球 被 无 限 液体 包围 ,在 无 限 远 处 ,有 压强 x 作用 ,证 明 , 若 中 
空 球 突然 破灭 时 ,液体 中 任 一 距 球 心 R 处 的 压强 立即 降 为 


r(1 一 号)， 
其 中 a 为 球 半径 ,并 求 内 液 面 此 后 的 运动 规律 . 不 计 质 量力 ,密度 认为 是 常数 . 
3.12 一 球 被 无 限 液体 包围 ,在 无 限 远 处 有 压强 x 作用 ,证 明 ， 当 球面 以 菜 种 规律 运动 
时 ,球面 上 任 一 时 刻 的 压强 为 
1 faeR’ dR \? 
r++ (g) 上 
* 3.13 一 无 限 流体 被 单位 质量 力 为 jw-? 的 力作 用 ,方向 指向 原点 ,车 开始 流体 静止 且 


上 
其 中 有 一 空 腔 r=c, 证 明 ,在 过 ( 恕 ) c“ 时 间 后 , 空 腔 将 被 液体 充满 


”3.14 二 无 限 长 环 状 液体 在 >=a 及 r=4。 之 间 , 外 柱 面 +=a 处 有 压强 x, 内 柱 面 突 然 
破灭 ,证 明 , 设 vw 是 内 柱 面 >= r 处 的 速度 , 则 
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_ 2r br 
or In[fClr+a’ -6 )/r] 
提示 ; 设 边 条 件 ; 当 t 时 外 柱 面 r=R 上 ,vk = RR,p=x, 内 柱 面 +=r 上 ,vw, =r,p=0, 且 有 
R=r’ta’-b. 

* 3.15 ”两 同心 球面 尺 =a 及 R= 6b(<a) 间 充满 液体 ,外 球面 上 有 压强 x 作用 , 若 内 球 突 
然 收 缩 成 男 一 同心 球面 时 , 求 此 时 内 球面 的 速度 及 作用 于 此 球面 的 冲 量 . 


3.16 体积 为 所 na 的 液体 充满 于 两 同心 球面 之 间 , 外 球面 有 压强 x 作用 ,无 质量 力 ， 


内 球面 压强 为 零 . 开始 时 液体 静止 ,内 球面 半径 为 24 ,证 明 , 当 内 球面 半径 变 为 a 时 ,其 速度 
为 


2 
v 


14 x 2 \} 
3 p23—1 1) 

3.17 不 可 压 流体 的 质点 依 牛 顿 引力 定律 被 吸引 向 一 固定 中 心 , 若 给 定 流体 的 体积 = 
及 单位 距离 的 引力 等 于 y. 求 p=1 的 等 压 面 方程 式 . 

3.18 一 团 流 体 在 同心 球面 R=a 与 R=4。 之 间 , 外 球 尺 =a 上 有 压强 x 作用 ,内 球 突 
然 收缩 成 另 一 球 . 求 此 时 速度 及 作用 于 球面 上 的 冲 量 . 

“3.19 ”两 同心 球面 R=6b 及 RR=a(<5) 之 间 充 满 液体 ,内 球 充 满 气体 ,其 压强 依 波 义 耳 
定律 pu= 常数 变化 . 外 球面 有 压强 冲 量 作用 ,单位 面积 上 的 值 为 ,证 明 , 当 液体 开始 不 动 
时 ,内 球面 的 半径 为 

aexp[ ~ wb/2a’ pp(b — a)]. 

其 中 p 为 气体 初 压强 . 

3.20 两 封闭 圆柱 下 部 有 管 相通 . A 圆柱 放 
满 水 ,B 圆柱 内 放 有 空气 , 若 打 开 开 关 , 则 水 将 流 
向 B 柱 , 设 此 柱 体内 空气 等 温 压缩 ,证 明 ,在 此 柱 
内 水 上 升 的 最 大 高 度 由 


确定 . 其 中 c 为 圆柱 高 ,h 为 压强 po 的 压强 高 度 ; 
po 二 pgh ,po 为 B 柱 原 空气 压强 . | 

3.21 设 在 直径 为 D 的 圆 管 和 人 口 处 均匀 不 可 讨 流 体 以 截面 上 均匀 的 速度 流入 ,而 在 离 
入口 为 1 的 出 口 截面 上 以 速度 分 布 


3.20 题 图 


流出 ,还 测 知 ,出 入 口 截面 压强 降低 了 Ap. 试 求 长 这 段 管 壁 所 受 的 流体 粘性 作用 力 . 
3.22 用 机 械 能 方程 解 例 3.5. 
3.23 在 有 势力 作用 下 ， 正 压 无 站 流体 作 定 基 运 动 用 机 械 能 方程 证 明 
+ 了 P+r= c(y), 


其 中 x 是 力 势 ,c 在 流 线 上 为 常数 . 
3.24 在 有 势力 作用 下 , 正 压 无 粘 流体 作 无 旋 运 动 ,用 机 械 能 方程 证 明 
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过 
32 ,Uv 加 
i a f(z), 


其 中 9 为 速度 势 :vw = Vy. 
”3.25” 当 控制 体 变形 且 作 任意 运动 时 , 求 以 控制 体 表 示 的 连续 性 方程 . 
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在 第 三 章 中 建立 了 描述 流体 运动 的 积分 与 微分 形式 的 方程 组 . 在 一 定 条 件 
下 ,有 些微 分 形式 的 方程 可 以 进行 直接 积分 ,获得 各 流动 参数 之 间 所 应 满足 的 简 
单 代 数 关系 式 . 而 积分 形式 的 方程 组 ,对 于 有 限 控制 体积 ,在 一 定 假定 情况 下 ， 
也 可 给 出 各 流动 参数 之 间 的 简单 关系 式 . 这 些 关系 式 在 解决 生产 和 生活 问题 中 
起 着 极其 重要 的 关键 性 作用 . 

本 章 的 主要 内 容 是 导出 这 些 关系 式 , 并 列举 大 量 的 应 用 例子 . 4.1 至 4.3 节 
为 无 粘性 流体 的 兰 姆 一 葛 罗 米 柯 方 程 在 流体 正 压 、 体 力 有 势 的 条 件 下 ,对 定常 与 
无 旋 流 动 分 别 给 出 伯 努 利 与 拉 格 朗 日 积分 和 它们 的 应 用 . 4.4 至 4.7 节 是 将 积 
分 形式 的 质量 动量 动量 矩 和 能 量 守恒 方程 直接 应 用 于 流体 的 有 限 控制 体积 以 
获得 简单 的 表达 式 ,并 用 以 解决 众多 的 实际 问题 . 4.8 节 举 出 了 几 个 综合 应 用 
这 些 关 系 式 的 例子 . 


4.1 无 粘性 流体 运动 方程 的 进一步 简化 


对 无 粘性 流体 ,从 3.5 节 的 (3.5.13) 式 有 矢量 形式 的 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 运动 
方程 


工 
Cv YY Se ek (4.1.1a) 
或 


加 +grad( 扫 )+roto x vw =P, ~ gradp (4.1.1b) 

考虑 到 许多 流体 运动 都 是 在 地 球 上 或 它 的 附近 进行 的 , 即 在 重力 场 内 进行 ， 
这 时 ,体力 F, 是 有 势 的 , 随 之 可 定义 一 体力 势 x 使 

| 五 ,= ~ gradx (4.1.2) 

其 中 取 负 号 是 因为 重力 沿 垂直 坐标 轴 的 负 方 向 . 同时 还 注意 到 ,许多 流体 在 通 


4.2 伯 努 利 积 分 及 其 应 用 * 165 : 


常情 况 下 ,密度 几乎 为 一 常数 , 台 或 仅 是 压强 的 函数 (等 温 或 绝热 过 程 )， 即 流体 为 
正 压 的 ,这 时 ,可 定义 一 正 压 函数 也 ,使 


[dp 
P= | (4.1.3a) 


d 
= 4.1.3b 
‘P= ap) 0 


将 此 式 两 边 的 全 微分 展开 ,并 比较 两 边 各 相同 自 变量 的 系数 有 
gradp =gradP. (4.1.3e) 


将 (4.1.2) 与 (4.1.3c) 式 代 人 方程 (4.1.1b). 于 是 ,在 无 粘性 , 正 压 流体 与 体力 
有 势 的 条 件 下 ,(4.1.1b) 式 变 为 


2 
Ptegrad [+P+a|+roto xw =0. (4.1.4) 


或 


4.2 伯 努 利 积分 及 其 应 用 


上 节 的 方程 (4.1.4) 无 论 是 对 无 旋 或 有 旋 , 定 常 或 非 定常 流动 均 可 适用 . 如 
果 流 动 是 定常 的 ,(4.1.4) 式 变 为 


2 
grad| 分 +P+r]+rotw xm =0， 


用 流 线 微 元 ds 点 乘 上 式 各 项 后 有 


2 
grad 分 +P+r]'ds+rotw xmw :ds=0. (4.2.1) 


由 于 roto Xm 的 方向 与 v 的 方向 互相 垂直 ,而 ds 的 方向 又 与 v 的 方向 互相 平 
行 , 故 有 
rotv Xv “ds=0 
和 grad[ 守 +P+x]ds=d| +Pp+x] ; 
即 (4.2.1) 式 变 为 


, 
d| 艺 +P+x|=0. (4.2.2) 


沿 流 线 积分 此 式 , 并 将 (4.1.3a) 式 代入 ,和 考虑 到 在 重力 场 内 x = gy + 常数 ,其 
中 g 为 重力 加 速度 , 则 (4.2.2) 式 变 为 
2 
dp 
+ | jh) + 8y = cy), (4.2.3) 


ES 
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其 中 c(y) 为 一 随 流 线 不 同 而 不 同 的 常数 . 这 是 一 般 形式 的 伯 努 利 积分 , 它 适用 
于 可 压缩 或 不 可 压缩 流体 的 有 旋 或 无 旋 流 动 ,但 运动 必须 是 定常 的 ,而 且 仅 沿 流 
线 成 立 . 

当 密 度 p 是 给 定 的 压强 的 函数 时 ,从 (4.2.3) 式 可 得 可 压缩 流体 的 伯 努 利 
积分 , 它 将 在 第 十 章 中 讨论 . 

如 果 密 度 p 为 一 常数 ,(4.2.3) 式 变 为 


和 ttyc(y). (4.2.4) 


这 是 对 不 可 压缩 流体 的 伯 努 利 积分 (或 定理 ) , 它 是 在 欧 拉 方程 出 现 (1755 年 ) 之 
前 ,1738 年 D. 伯 努 利 首先 通过 对 容器 的 孔 口 流出 和 变 截面 管道 流动 进行 仔细 
观察 和 广泛 测量 后 提出 的 . 1757 年 欧 拉 将 其 推广 至 可 压缩 流体 情况 . 

方程 (4.2.4) 中 各 项 的 量 纲 均 为 [长 度 /时 间 了 了, 它们 可 以 作 如 下 的 力学 解 


释 : 即 左边 第 一 项 为 单位 质量 流 休 所 具有 的 动能 ,第 二 项 中 的 二 可 视 为 单位 质量 


流体 所 具有 的 体积 ,而 -7 则 代表 单位 质量 流体 以 压强 p 向 周围 流体 所 作 的 功 ， 


第 三 项 为 每 单位 质量 流体 的 重力 势能 . 于 是 , 伯 努 利 积分 表明 : 沿 一 流 线 各 点 的 
机 械 能 总 和 为 一 常数 . 
在 工程 应 用 中 , 力 的 单位 常用 重量 , 即 用 重力 加 速度 g 除 (4.2.4) 式 后 有 
+E+y=i(). (4.2.5) 
这 样 ,各 项 的 量 纲 均 为 长 度 . 左边 第 一 项 代表 单位 重量 流体 的 动能 ,或 称 速度 
头 ;第 二 项 为 单位 重量 流体 所 作 的 功 ,或 称 压强 头 ,第 三 项 为 单位 重量 流体 所 具 
有 的 势能 ,或 称 高 度 头 . 这 样 ,(4.2.5) 式 表明 : 沿 一 流 线 各 点 的 总 头 为 一 常数 . 

应 用 伯 努 利 积分 时 ,必须 注意 下 列 各 点 : 

1. 伯 努 利 积分 仅 对 无 粘性 正 压 流体 ,在 体力 有 势 和 定常 运动 情况 下 沿 一 流 
线 的 各 点 成 立 , 但 若 各 流 线 的 起 始 处 (如 无 穷 远 处 或 容器 的 液 面 处 ) 具 有 相同 的 
v,p 和 yy, 则 各 流 线 的 常数 c; (%) 相 同 , 随 之 ; 伯 努 利 积分 在 任何 时 间 对 全 流 场 
的 任何 点 均 成 立 ， 

2. 伯 努 利 积分 虽然 仅 沿 一 流 线 成 立 ,但 在 工程 实践 中 也 往往 近似 地 用 于 拟 
一 维 定常 管道 或 渠道 流动 ,这 时 有 两 种 近似 方法 ,一 种 是 取 各 截面 上 v,p 等 的 
平均 值 , 另 一 种 是 对 各 项 引进 修正 因子 以 补偿 各 流动 参数 在 截面 上 分 布 的 不 均 

3. 伯 努 利 积分 是 从 无 粘性 流体 的 运动 方程 导出 的 ,因而 不 含 机 械 能 耗损 
项 ,但 从 能 量 的 角度 看 ,(4.2.4) 式 又 是 一 个 机 械 能 守恒 方程 ,在 研究 实际 的 管道 
与 渠道 流动 中 ,有 时 又 加 上 一 个 机 械 能 耗损 项 ,以 考虑 粘性 的 影响 ,这 将 在 第 作 
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章 中 加 以 详细 讨论 . 

4. 对 于 随时 间 变 化 非常 缓慢 的 流动 ,有 时 可 近似 地 认为 每 一 时 刻 的 流动 是 
定常 的 , 随 之 采用 定常 流动 的 方法 处 理 , 称 为 准 定常 理论 , 伯 努 利 积分 亦 可 近似 
地 应 用 于 这 类 情况 . 

5. 伯 努 利 积分 不 宜 应 用 于 有 较 大 逆 压 梯度 和 强烈 混合 的 流动 (如 突然 扩大 
和 水 路 等 ). 因 这 时 存在 相当 大 的 机 械 能 耗损 ,而 这 在 推导 方程 时 是 未 加 以 考虑 
的 . 

6. 伯 努 利 积分 还 不 宜 用 于 局 部 压强 等 于 或 小 于 液体 饱和 蒸汽 压强 的 区 域 ， 
因为 在 那里 将 发 生 空 化 现象 (参见 本 章 末 "实验 中 的 发 现 " (七 )), 这 是 推导 方程 
时 未 曾 考虑 的 . 

7. 伯 努 利 积分 也 不 宜 应 用 于 通过 一 装置 (如 泵 、 涡 轮机 等 ) 的 流动 ,因此 时 
流体 中 往往 有 机 械 能 的 输入 或 输出 . 这 在 推导 方程 时 也 是 未 加 以 考虑 的 . 但 在 
装置 的 上 \ 下 游 ,如 果 条 件 容许 可 以 分 别 应 用 伯 努 利 积分 

现在 列举 几 个 应 用 伯 努 利 积分 的 例子 . 

例 4.1 流体 的 运动 速度 是 流体 力学 中 一 个 最 基本 的 流动 参数 ,目前 已 有 
许多 方法 测量 它 ,结构 最 简单 使 用 最 普遍 的 就 是 皮 托 - 静 压 管 . 它 由 内 外 两 层 
套 管 组 成 , 头 部 有 一 小 孔 与 内 管 相通 , 侧 壁 有 几 个 小 孔 与 套 管 的 环形 空间 相通 ， 
两 通道 的 另 一 端 分 别 与 一 U 形 压 强 计 的 两 端 相连 ,如 图 4.1 所 示 . 压强 计 中 盛 
有 密度 为 om 的 液体 (通常 为 水 银 ,酒精 或 水 ). 使 用 时 , 头 部 正 对 来 流 , 管 体 轴线 
与 来 流 平行 , 读 出 压强 计 的 压 差 An , 即 可 算出 来 流速 度 . 


2 


图 4.1 皮 托 - 静 压 管 


为 了 说 明 皮 托 一 静 压 管 的 工作 原理 ,考虑 沿 管 壁 的 流 线 A ,在 点 1 处 ,速度 
为 零 ,压强 最 大 , 称 为 总 压 . 此 点 通常 称 为 驻 点 ,至 点 2 处 ,速度 增加 ,压强 减 小 ， 
称 为 静 压 . 在 1 与 2 点 处 ,应 用 伯 努 利 积分 有 


半 + 各 tey = 全 + 名 + gy， (4.2.6) 
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其 中 U1, V2 与 pi,P2 分 别 代表 点 1,2 处 的 速度 与 压强 . 由 于 Vi =0 和 XI 二 ya2， 
(4.2.6) 式 变 为 


v2 二 2p1 ~ pa) (4.2.7) 


p 
根据 流体 静 力 学 知 , 在 UU 形 压强 计 中 有 
Pi- p= pngAh, 
其 中 ou 为 U 形 管 中 液 体 的 密度 ,Ah 为 液 面 高 度 差 ,将 此 式 代入 (4.2.7) 式 后 有 


v2 = CseAn (4.2.8) 


读 出 AP 后 ,利用 此 式 即 可 算出 速度 wz. 但 应 注意 这 一 结果 是 在 流体 无 粘性 的 
假定 上 获得 的 ,为 了 考虑 流体 的 粘性 和 管 体 对 流 场 扰动 的 影响 等 ,实际 上 ,应 对 
上 述 所 得 值 加 以 修正 . 常用 的 方法 是 将 给 定 的 皮 托 - 静 压 管 与 一 已 校准 的 皮 
托 一 静 压 管 相 比较 ,获得 一 修正 系数 c ,于 是 ,(4.2.8) 式 最 后 变 为 


w= ey 22sgAn (4.2.9) 


在 实际 应 用 中 ,流体 的 流量 是 一 个 很 重要 的 参数 . 测量 流量 的 方法 很 多 ,如 
利用 文 丘 里 管 , 孔 板 、 转 子 和 各 种 卉 等 均 是. 对 于 具有 自由 面 的 明渠 流动 ,通常 
采用 堰 的 方法 来 测量 流量 ,所 谓 卉 就 是 在 明渠 中 设置 的 一 个 障碍 物 , 它 能 使 上 游 
的 流体 积蓄 起 来 ,并 绕 过 它 流向 下 游 ,通过 测量 上 游 的 液 面 高 即 可 算出 明渠 的 流 
量 . 几 种 常见 的 震 痢 面 形状 如 图 4.2 所 示 , (a) 薄 壁 堰 ,(b) 厚 壁 卉 和 (c) 曲 壁 堰 ， 
现 以 薄 壁 堰 为 例 . 


上 起 入 


图 4.2 几 种 常见 的 堰 


例 4.2 一 堰口 为 尖 缘 的 矩形 薄 壁 堰 ,明渠 宽 与 堰口 宽 分 别 为 工 . 与 L. 上 
游 水 面 较 堰 口水 平 边缘 高 出 互 ,如 图 4.3 所 示 . 假定 (1) 忽 略 流体 的 粘性 与 表面 
张力 ,(2) 在 堰口 的 水 平 边缘 上 方 流动 仍 保持 水 平 ,(3) 滋 流 舌 压强 为 大 气压 强 
p。, 即 表 压 p。 为 零 , 和 (4) 在 上 游 足够 远 处 ,整个 截面 上 的 速度 为 均匀 的 , 即 等 
于 一 常数 ,同时 压强 遵循 静 压 规律 . 试 求 此 明渠 的 体积 流量 Q,. 

沿 流 线 A 取 1、2 两 点 ,使 点 1 位 于 上 游 足够 远 处 ,而 点 2 位 于 堰口 正 上 方 ， 
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图 4.3 绕 薄 壁 堰 流 动 
如 放大 图 中 所 示 ,在 1、2 点 处 应 用 伯 努 利 积分 有 


zl 力 了 
了 8 全 3 人 
先 求 速度 v, ,根据 假定 (3) 与 (4) 分 别 有 
p=0 
和 D+ =H, 


代入 (4.2.10) 式 后 有 
2 
w= 2a[H-y+ 妇 | 
可 见 v2 随 y, 而 变 . 明渠 的 体积 流量 Qv 为 
Qrv L| wdy. 
将 (4.2.11) 式 代入 ,积分 后 有 


ov -Lv 亚 [(a 芝 ) -( 益 ) ] 


Qv=$V22LH™Y. 


(4.2.10) 


(4.2.11) 


(4.2.12) 


可 见 测 出 妇 后 , 即 可 由 此 算出 体积 流量 . 实践 表明 万 的 指数 和 是 正确 的 ,但 系 


数 施 则 偏 大 ,这 是 由 于 解 题 时 用 了 各 种 假定 和 当 上 。> 工 时 汶 流 香 将 出 现 收缩 的 
缘故 . 通常 实际 流量 值 约 为 此 理论 流量 值 的 62% 左 右 . 

例 4.3 另 一 种 常用 的 流量 计 为 转子 流量 计 . 它 由 一 锥 形 透 明 圆 管 和 一 节 
流转 子 构成 . 贺 管 的 半 锥 角 9 约 为 4 左右 ,其 小 直径 一 端 位 于 下 方 . 因 之 ,下 端 
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的 横 截 面积 较 上 端的 略 小 , 节 流 转子 可 具有 不 同 的 形 
状 和 由 不 同 的 材料 做 成 ,但 其 密度 必须 大 于 所 测 流体 
的 密度 . 当 无 流体 从 圆 管 下 方 往 上 流 时 ,转子 停留 在 
锥 形 管 的 底部 ,其 最 大 直径 通常 选择 为 几乎 完全 堵塞 
锥 形 管 的 下 端 . 当 流体 由 下 往 上 流 时 , 随 着 流速 的 增 
大 ,转子 逐渐 上 升 ,直至 管 壁 与 转子 之 间 的 环形 空隙 足 
够 大 使 转子 能 达到 动 平 衡 状 态 为 止 . 这 时 除了 忽略 转 
子 所 受 的 阻力 以 外 ,作用 在 转子 上 的 力 包括 (1) 转 子 的 
重量 ov Vvg,(2) 转 子 所 受 的 浮力 pi Vig， 和 (3) 由 于 
转子 上 、 下 表面 压 差 而 产生 的 力 (p1 一 p;)A, 其 中 Fp- 
ps，Pi 分 别 为 转子 与 流体 的 密度 , Vi 为 转子 的 体积 ,g 
为 重力 加 速度 , pi , ps 为 作用 于 转子 下 、 上 表面 的 压 。 图 4.4 转 了 流量 计 
强 ,A。 为 转子 的 最 大 横 截面 积 , 则 动 平衡 时 有 
(pi1~ pa)Ant+ pr Vog= po Vg. (4.2.13) 

如 果 近 似 地 认为 流动 是 一 维 的 ( 即 各 流动 参数 在 沿 流动 方向 的 各 横 截面 上 
是 均匀 的 ), 过 转子 上 、 下 端 取 横 截面 2 与 1. 在 此 二 处 应 用 伯 努 利 积 分 ,并 近似 
认为 为 二 ,于 是 有 


pi1- pa= 人 (0 ， 


利用 连续 性 方程 后 上 式 变 为 
pi -pa= 寺 peos|1- (全 )] (4.2.14) 


其 中 A1 ,A 分 别 为 横 截 面 1,2 处 的 面积 ,应 注意 Al 即 锥 形 管 的 截面 积 ,而 A， 
为 锥 形 管 与 转子 之 间 的 环形 面积 . 将 (4.2.14) 式 代 人 (4.2.13) 式 并 对 wv, 求解 
有 


,7 1 2 pb 一 or) Vog 
2 (外) ptAnm ? 
Ai 


体积 流量 
-A 2(ps — Pp) Vog 
| A es (4.2.15) 
人 -的 
Ai 


为 了 说 明 体积 流量 Qv 与 浮子 的 上 升 高 度 y 成 正比 ,还 需要 对 As 再 作 一 
些 近 似 . 由 于 
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42= 才 [(D+ 的 关中 ]， 
其 中 D 与 4 分 别 为 锥 形 管 下 端 入 口 与 转子 最 大 模 截面 积 直径 ,9 为 半 锥 角 ，y 
为 转子 上 表面 离 进口 处 的 距离 , 因 0 很 小 ,tan 乡 二 乡 和 DD 一 d ,于 是 有 


As 二 D9y. 
将 此 式 代入 (4.2.15) 式 后 有 
[Cb 二 CO 2 
Qv= Cy pr (4.2.16a) 
其 中 
c= < = 常数 . (4.2.16b) 
4 和 
1 ( 守 


通常 为 了 考虑 流体 粘性 与 压强 分 布 的 影响 ,引入 一 由 实验 确定 的 修正 系数 c,， 


这 样 ,(4.2.16a) 式 变 为 
Qv= CdCyA/ 二 


很 容易 证 明 如 果 设 计 转 子 流量 计时 选取 os =2pi, 则 可 补偿 由 于 温度 变化 

引起 的 密度 变化 ,此 时 
Qv=cac 司 

这 也 是 转子 流量 计 的 一 个 优点 . 

例 4.4 一 大 容器 其 模 截 面积 A; (4 ) 随 高 度 h 
而 变 ,容器 的 下 方 有 一 不 太 长 的 小 侧 管 ,其 横 截面 积 
为 A;, 已 知 A,<<Ai, 侧 管 的 外 端 有 一 阀门 ,在 初始 < 
时 刻 阀门 关闭 ,容器 内 的 液 面 高 度 为 h。 如果 忽略 
流体 的 粘性 影响 和 效 门 损失 等 , 试 求 打开 阀门 后 排 
尽 液体 所 需 的 时 间 . 

由 于 A， >>A， ,容器 内 液 面 的 下 降 速 度 非 常 组 图 4.5 和 孔 口 出 流 
慢 ,可 用 准 定常 理论 处 理 此 问题 . 取 流 线 PRQ ,从 自由 面 的 点 1 处 开始 ,几乎 重 
直 向 下 地 经 大 容器 ,逐渐 收缩 进入 侧 管 ,终止 于 出 口 的 点 2 处 . 将 伯 努 利 积分 应 
用 于 点 1 与 2. 考虑 到 液 面 上 方 与 侧 管 出 口 处 ,压强 均 为 大 气压 强 ,于 是 有 


vO 


地 吕 + gh= 方 吕 . (4.2.17) 
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根据 连续 性 方程 


_viA(h) 
A 


将 (4.2.18) 式 代 人 (4.2.17) 式 并 对 vi 求解 有 
i 
2 eva - (4.2.19) 


(4.2.18) 


县 - 2 oh 12 
[ei 
A, 
如 果 给 定 A1(h), 则 可 解 此 微分 方程 求 出 函数 h(z). 这 里 仅 考 虑 一 特殊 情况 ， 
即 A; = 常数 ,这 时 有 
dh 


i 
A 


积分 并 利用 初始 条 件 t=0,h = ho 确定 积分 常数 ,最 后 有 
VF=V 而 -村 7 (4.2.20) 
(名 
2 各 
由 于 A1>As( 金 ) -二 (外 ,于 是 (4.2.20) 式 简化 为 
ell 1 A, 
a Ee | (4.2.21) 


将 容器 内 液体 排 尽 所 需 的 时 间 为 


1 A 
28A, 


A! /2ho 
= 全 /2. 4 
A (4.2.22) 


可 见 A1/A; 与 ho 愈 大 ,所 需 的 时 间 傅 长 ，- 
出 口 速 度 为 


t=hi 


A 12 
= Pee 5 (4.2.23) 
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当 A| 污 A, 时 ， ( 折 ) -1 二 (外 ) ,于 是 
v2 = 2gh 
这 与 孔 口 出 流 的 结果 相符 . 


由 于 1 与 2 两 点 的 压强 均 为 大 气压 ,似乎 压强 在 这 问题 中 不 太 起 作用 ,其 实 
并 非 如 此 . 只 要 看 看 同一 流 线 上 R 点 的 压强 就 清楚 了 . 在 下 和 R 点 应 用 伯 努 
利 积分 有 

Sv +ahrt prlp= 方 V+ gh+ p/p 


或 pr=p,+ pg(h— hr). 
即 R 点 的 压强 正好 为 静 压 强 . 换言之 ,流动 的 上 部 分 为 流体 的 重量 所 控制 ,从 
R 点 至 侧 管 进口 处 ,压强 下 降 至 大 气压 强 , 而 速度 则 从 ww 加 速 至 ww . 
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当 流 动 为 无 旋 时 ,方程 (4.1.4) 也 可 进行 直接 积分 ,这 时 ,roto =0, 并 存在 
速度 势 p 和 w=gradp. 由 于 时 间 与 空间 为 彼此 独立 的 自 变量 , 故 


了 = 六 gradp =grad 如 
将 此 式 ,(4.1.1) 与 (4.1.3) 式 和 rotv =0 代入 方程 (4.1.4) 后 有 


grad 22 + +P+r|=0. 


2 
这 表明 括号 中 的 函数 不 依赖 于 空间 坐标 (zx ,y,z), 仅 依赖 于 时 间 z, 即 
e+ +p+r=F(), (4.3.1) 


其 中 F() 为 一 随时 间 变 化 的 常数 ,32 为 加 速度 项 .此 式 称 为 拉 格 朗 日 积分 或 


柯 西 积分 . 在 同一 时 刻 , F(z) 对 全 流 场 为 同一 常数 , 即 (4.3.1) 式 适用 于 全 流 场 
的 任何 点 . 
与 (4.2.4) 和 (4.2.5) 式 相对 应 ,(4.3.1) 式 变 为 

9 2 已 

re (4.3.2) 


LD (39) 
g EF 2g pg y 1 加 2 
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很 显然 ,如 果 流 动 既是 无 旋 的 又 是 定常 的 , 则 (4.3.2) 式 简化 为 
vp 加 
A A (4.3.4) 


它 表明 :对 任何 时 刻 和 对 流 场 中 的 任何 点 ,左边 各 项 之 和 为 同一 常数 下 . 
与 伯 努 利 积分 相 比较 , 拉 格 朗 日 积分 对 非 定常 无 旋 流动 的 全 流 场 成 立 , 但 对 
不 同时 刻 有 不 同 的 积分 常数 ,而 伯 努 利 积分 对 定常 有 旋 或 无 旋 流 动 沿 流 线 成 立 ， 
但 对 不 同 的 流 线 有 不 同 的 积分 常数 . 此 外 ,还 应 注意 它们 的 许多 特殊 情况 . 现 
在 举 几 个 例子 说 明 拉 格 朗 日 积分 的 应 用 . 
例 4.5 口 形 管 是 流体 实验 中 广泛 用 来 测 
量 压强 差 的 一 种 仪器 它 由 一 根 U 形 玻璃 管 和 
管内 贮存 的 液体 (如 水 银 、 酒 精 和 水 等 ) 所 构成 ， 
如 图 4.6 所 示 . 当 液 柱 平衡 时 两 液 面 处 于 同样 
水 平 高 度 , 如 果 某 一 液 面 受到 扰动 ,就 会 出 现 液 
柱 振 沙 现象 ,这 在 实验 中 是 经 常 遇 到 的 . 假定 
流体 为 不 可 压缩 的 ,忽略 粘性 摩擦 力 和 表面 张 
力 , 液 面 上 方 为 大 气压 强 p,, 液 柱 总 长 度 为 工 ， 
试 求 一 液 面 受 扰动 后 , 液 柱 所 遵循 的 运动 规律 
将 液 柱 运动 近似 地 看 成 为 一 维 的 和 无 旋 图 4 6 山形 斥 源 守 
的 . 取 任 意 水 平 线 作 为 基线 . 当 左边 的 液 面 1 
受到 扰动 后 , 它 将 相对 于 平衡 位 置 线 向 下 移动 - y, 而 右边 的 液 面 2 则 向 上 移动 
y, 随 之 ,出 现 振荡 现象 . 在 同一 时 刻 将 拉 格 朗 日 积分 应 用 于 液 面 1 与 2 有 


v? 和 2 g 9 
ee (4.3.5) 


由 连续 性 方程 知 沿 液 柱 任 一 横 截面 的 速度 相等 , 即 vi = w ,同时 速度 v 仅 为 时 
间 的 函数 .而 


p= po + |vds 
其 中 ds 为 沿 液 柱 的 微 线 元 ,对 上 偏 微分 ， 


代入 (4.3.5) 式 后 有 


即 
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dy 2g 
+—y=0. 4.3.6 
ty ( ) 


这 就 是 描绘 液 柱 运 动 的 微分 方程 , 它 的 一 般 解 为 


/2 /2 
y=c1 COS t+ ca sin 3 


其 中 c; 与 c; 为 任意 积分 常数 . 如 果 t=0 y= 了 和 和 =0, 则 cl= 了 和 cx=0， 


于 是 此 问题 的 解 为 
2 二 Y cos / 8. 


它 表明 液 柱 的 运动 为 简 谐 振荡 ,其 周期 为 2x 共 , 束 度 为 


dy_ 三 /三 
dr 7 Ysin 了 


例 4.6 在 例 4.4 中 曾 用 伯 努 利 积分 准 
定常 地 分 析 了 从 大 容器 侧 管 排水 的 速度 和 
时 间 , 这 里 再 用 拉 格 朗 日 积分 来 分 析 这 一 
题 . 

如 图 4.7 所 示 ,在 液 面 1 处 与 侧 管 出 口 


2 处 应 用 拉 格 朗 日 积分 有 
he 
根据 连续 性 方程 oo= 外 v1, 代 和 人 上 式 后 有 图 4.7 大 容器 排水 
4[( 忽 ) -1]- 吉 + 强 =0. (4.3.7) 


对 于 非 定常 项 A 4.5 相 
似 ， 

如 = de 学 
将 此 式 代 人 (4.3.7) 式 后 有 
2 a ee (4.3.8) 

用 

这 是 一 个 对 vi 的 非 线 性 方程 ,如 果 希 望 获得 准确 的 结果 和 需要 求 它 的 解 ,这 里 ， 
为 了 简单 ,用 准 定常 的 结果 来 近似 地 考虑 非 定常 项 . 从 (4.2.19) 式 
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2gh 了 
vi = [eva ， (4.2.19) 


对 时 间 z 微分 后 有 
dvi 三 gh 


a 


将 此 结果 代 人 (4.3.8) 式 并 对 vi 求解 有 


1/2 
| 2 . 一 一， (4.3.9) 
| 天 本 
A, 1 (A 


,EN 
(| 元 (4.3.10) 

Ai 1- (外 | 
将 (4.3.9) 和 (4.3.10) 式 分 别 与 (4.2.19) 和 (4.2.23) 式 相 比 ,可 见 非 定常 效应 近 
似 地 将 速度 wu 与 v2 增加 一 一 上 一 售 , 而 排 尽 流 体 所 需 的 时 间 则 会 缩短 


yt (a) 


倍 ， 当 全 足够 大 时 ,这 种 效应 相当 显著 ， 


随 之 


1 
A 党 
1 过 
例 4.7 大 容器 的 底部 与 一 长 度 为 工 直径 为 D 的 圆 管 相连 , 圆 管 的 出 口 处 
装 有 一 阐 门 ,开始 时 阀门 紧 闭 , 容 器 内 的 液 面 高 度 为 ,如 图 4.8 所 示 . 在 阀门 
突然 开启 以 后 的 短暂 时 间 内 ,流动 是 非 定常 的 , 贺 管 的 体积 流量 随时 间 而 变化 ， 
假定 (1) 管 内 为 一 维 流 动 , 即 各 截面 的 速度 相等 ,(2) 不 考虑 粘性 摩擦 力 和 阀门 损 
失 ,(3) 除 圆 管 进口 附近 外 ,忽略 容器 中 液体 的 下 降 速 度 , 和 (4) 液 面 上 方 和 圆 管 
出 口 处 均 为 大 气压 强 p,, 试 求 流量 随时 间 的 变化 规律 . 
取 圆 管 中 心 线 作为 基线 ,以 液 面 及 圆 管 出 口 截面 作为 1 与 2 截面 ,将 拉 格 朗 
日 积分 应 用 于 此 二 截面 上 的 两 点 有 


1.2, Db 12,P: 99 
F v1 p WO +0+37 
因 vw =0, 上 式 变 为 
三 = 六 好 +32. (4.3.11) 


如 果 容 器 足够 大 ,以 致 此 不 定常 过 程 主要 是 在 圆 管内 进行 ,并 用 * 代表 从 圆 管 人 
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图 4.8 长 管 排水 


口 至 管内 任 一 截面 的 距离 ,考虑 到 对 给 定时 刻 管内 任何 一 点 的 速度 均 为 ,于 
是 


将 此 式 代 人 (4.3.11) 式 有 
di dz 
2L 2gh— v2 
在 1=0,vs=0 与 1=z,v,=w, 之 间 进 行 积分 ,并 注意 到 artanh0=0, 有 
2L 了 2 


artanh -一 一 4.3.12 
a Mae 


了 一 
或 
v=V2ahth|V 2aR |. (4.3.13) 


当 z 上 一 oo tj(oo) 一 工 , 从 (4.3.13) 式 有 v = V2gh = wu. 如 果 取 vw, = 
0.95v2% 作 为 近似 达到 稳定 流动 的 时 间 , 并 取 L =500m 和 =50m, 则 
_ 1 000 
V980 
可 见 建立 管内 稳定 流动 的 时 间 是 相当 短 的 ,最 后 ,体积 流量 
Qv = v, A, = 到 xD? V2 钱 了 h| 才 V2 | 

在 液体 中 常常 看 到 有 气泡 上 升 , 它 的 出 现 不 外 有 三 种 原因 :一 是 液体 中 含 
有 某 些 与 其 无 关 的 气体 ,如 水 中 含有 空气 等 ;二 是 在 高 速 流动 的 液体 中 某 点 的 
局 部 压强 较 该 液体 的 燕 汽 压 强 小 很 多 ,于 是 在 该 点 形成 一 个 充满 该 液体 燕 气 
的 空 腔 ,这 就 是 著名 的 空 化 现象 ,三 是 局 部 加 热 液体 使 蒸气 压强 超过 液体 的 局 
部 压强 ,通过 沸腾 过 程 形成 蒸气 空 腔 . 下 面 简单 地 分 析 一 下 液体 中 球形 气泡 的 
受 力 问题 . 


t Xx1.84= 58.8s. 
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例 4.8 一 球形 气泡 在 静止 无 界 的 液体 中 膨 
胀 ,液体 作 球 对 称 的 运动 ,如 果 气 泡 半径 随时 间 的 
变化 规律 为 R(z), 忽 略 气泡 的 内 部 流动 和 重力 的 
影响 ,并 假定 气泡 内 部 的 压强 p; 是 均匀 的 , 试 求 气 
泡 表 面 压强 p 随时 间 的 变化 规律 . 

在 气泡 外 液体 作 球 对 称 运动 , 即 流 场 中 各 点 的 
速度 矢量 v = vw,r ,其 中 ww 与 + 分 别 为 v 在 > 方向 
的 分 量 与 x 方向 的 单位 矢量 ,由 于 Y Xx vr = rotv,r 
=0, 液 体 的 运动 是 无 旋 的 , 故 存在 一 速度 势 p(r， 
i ) ,现在 来 求 此 2. 

考虑 流 场 中 任意 一 球面 ,其 半径 为 + ,速度 为 w ,类 似 地 ,对 气泡 表面 有 半 
径 为 RR, 速度 为 w。= 和 良 , 其 中 居 代表 R 的 时 间 导 数 , 如 图 4.9 所 示 . 在 此 二 球面 
处 应 用 连续 性 方程 有 


图 4.9 气泡 膨胀 


4r7 mm =4xR’R, 


2 
即 v=RE. 
r 
注意 到 v=99 
C3 
或 ap= Es 9r, 
积分 后 有 


(4.3.14) 


其 次 考虑 无 穷 远 处 一 球面 , 令 ~ 一 co 时 p 习 pp。 ,同时 在 气泡 表面 +=R,p= 
p,, 在 此 二 球面 上 的 任意 点 应 用 拉 格 朗 日 积分 有 


22 +1rREKT 和 ( 强 ) + 让 -0+ 人 
(| 民 ” | a oar ER 0+ p 。 (4.3.15) 


对 (4.3.14) 式 微分 后 可 得 


a09_ _ RR +2RR? 
at rr . 
随 之 
(器 ) .= — (RR +2R?) (4.3.16) 


(FE) 0 Ca 
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将 (4.3.16) 与 (4.3.17) 式 代入 (4.3.15) 式 并 整理 后 可 得 气泡 表面 压强 随时 间 的 
变化 规律 ， 
所 一 P= + RR+ 3.p?2 
p 2? 2 
上 面 的 伯 努 利 与 拉 格 朗 日 积分 是 在 进一步 简化 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 方程 的 基础 
上 获得 的 . 另 一 面 ,如 果 将 积分 形式 的 流体 力学 方程 组 直接 应 用 于 有 限 控制 体 
积 , 特 别 是 当 流动 可 以 近似 地 看 成 为 一 维 流动 时 ,也 可 获得 简单 的 关系 式 , 利 用 


它们 可 以 给 出 非常 有 用 的 结果 ,这 对 工程 设计 人 员 和 力学 工作 者 特别 重要 ,下 面 
将 分 别 予以 介绍 . 


4.4 连续 性 方程 及 其 应 用 


从 第 三 章 (3.7.2a) 式 ,对 有 限 控制 体积 成 立 的 积分 形式 的 连续 性 方程 为 
于 odr+| ov .dA = 0， 7 


其 中 p 为 密度 ,dr 与 dh 分 别 为 体积 元 与 矢量 面积 元 ,CV 与 CS 分 别 代表 控制 
体积 和 它 的 表面 ,v 为 相对 于 控制 体积 的 流体 速度 矢量 , 即 当 控制 体积 固定 于 空 
间 时 为 惯性 系 速度 , 当 控 制 体积 以 匀速 运动 时 为 相对 于 运动 坐标 的 速度 pm . 
dA 为 一 标量 , 它 的 符号 由 vw 相对 dA 的 方向 确定 ,通常 取 质 量 流出 控制 体积 表 
面 为 正 ,流入 为 负 , 与 控制 体 表面 相 切 时 为 零 . 

如 果 流 体 运 动 时 仅 有 N 个 控制 体 表 面 区 被 流体 穿 过 , 现 用 A、 去 代表 这 些 
表面 区 , 则 (3.7.2a) 式 左边 第 二 项 对 整个 控制 体 表面 的 积分 简化 为 仅 对 N 个 控 
制 体 表 面 区 的 积分 , 即 


N 
| ov daA -De vn* dAn, (4.4.1) 


其 中 脚 标 N 代表 在 第 N 表面 区 的 值 . 这 里 存在 两 类 可 以 直接 积分 (4.4.1) 式 右 
边 的 情况 ,一 类 是 表面 区 的 流体 密度 与 速度 分 布 和 表面 区 的 形状 大 小 都 是 已 知 
的 , 另 一 类 是 表面 区 的 流体 密度 与 速度 可 以 近似 地 看 成 为 均匀 分 布 的 (或 取 它 们 
的 平均 值 ) 和 表面 区 的 形状 大 小 是 给 定 的 ， 现在 分 别 用 脚 标 N1 与 N2 代表 这 两 
种 情况 ,于 是 (4.4.1) 式 的 右边 可 改写 为 


| CNVN" dAn = > | ON Vn" dAm 
N=1 AN NI=1 4N1 


N-M 
+ 3) pe vw dam: (4.4.2) 
MD=1 Ap 
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上 式 右 边 第 一 项 的 积分 值 依 赖 于 给 定 的 速度 分 布 和 表面 区 的 形状 大 小 等 ,而 第 
二 项 则 可 以 作 进一步 简化 ,其 中 M 为 第 一 类 积分 的 个 数 . 

由 于 流体 的 密度 与 速度 是 均匀 分 布 的 和 表面 区 的 形状 大 小 是 已 知 的 ,第 二 
项 可 改写 为 


N-M N-M 
| IO 也 忆 " dAv 一 > pw vm" Am. (4.4.3a) 
NR=1 Aw Ni=1 
或 用 标量 表示 
ON vw" Am 三 土 | Oo VNn A Nzn |= 土 Qup， (4. 4. 3b) 


其 中 mx 与 Aw, 为 we 与 Ai 的 相互 垂直 分 量 , Qiww 为 质量 流量 , 式 中 的 符号 仍 
按 上 述 法 则 选取 ,将 (4.4.1), (4.4.2),(4.4.3a) 或 (4.4.3b) 式 代入 (3.7.2a) 式 
后 有 


元 | rd ONL 了 NI dhn+ 了 pu Di A N2 =0. (4.4.4) 
对 均 质 不 可 压缩 流体 ,p= 常数 ， 
9 
Fz | edr = 0. 
(4.4.4) 式 变 为 
M N-M 
2 PAN! Vv Ni* dA 十 3 Qu = 0. (4.4.5) 
NI=1 4N N=1 
此 式 既 适用 于 定常 也 适用 于 非 定常 流动 . 


例 4.9 一 不 可 压缩 粘性 流体 在 一 圆 管 的 进口 段 内 流动 ,在 进口 处 速度 v， 
为 均匀 的 ,至 进口 段 末 端 速度 已 发 展 为 完全 抛物 面 分 布 即 
2 
V1 = Um [| | 
其 中 R 为 圆 管 半径 ,vw 为 圆 管 轴线 上 的 速度 ,v 为 距 轴 线 x 处 的 速度 ,流体 的 
密度 为 p, 试 求 va 


图 4.10 圆 管 进口 段 流动 


取 控 制 体 使 包围 整个 进口 段 ,如 图 所 示 , 除 进 口 截面 2 与 出 口 截面 1 有 流体 
通过 外 ,其 余 管 壁 (或 控制 体 表 面 ) 均 无 流体 通过 ,应 用 (4.4.5) 式 有 


4.4 连续 性 方程 及 其 应 用 "181 : 


A -QQ =0 


或 po mw 1= 人才 ) ]: 2ardr - prR’w, =o 
或 vn — pxR’ vw, =0, 

Vm =2v2, 
即 轴线 上 的 速度 为 进口 速度 的 两 倍 . 


例 4.10 一 高 度 为 及 具有 两 个 进 水 通道 的 密封 容器 , 它 的 模 截 面积 为 A,， 
两 进口 道 1 与 2 的 横 截面 积 与 速度 分 别 为 Ai ,vi 与 A ,v2 ,容器 内 水 的 深度 为 


h, 液 面 上 方 为 空气 其 密度 为 p,, 求 深度 /随时 间 的 变化 率 { 即 入 ) 


取 控 制 体积 包围 整个 容器 , 除 两 个 进 水 道 
外 ,其 余 控 制 表面 均 无 流体 通过 , 这 是 一 个 有 
可 压缩 气体 (空气 ) 的 非 定常 流动 问题 ,而 且 容 
器 内 包括 两 种 不 同 的 流体 ,应 用 (4.4.4) 式 并 
下 

2 这 旭 也 NI ,ye = 0， 
N1=t 
站 

于 是 有 天 | edr-Qu -Quo=0， 
对 第 一 项 有 图 4.11 密封 容器 注水 


9 9 9 
Ey | edr = Fz (PwAh) 十 Fi(0:A(H 一 有)] 


其 中 ov 为 水 的 密度 ,注意 节 [ouA,( 瑟 - h)] 代 表 液 面 上 方 空气 的 质量 变化 率 ， 


由 于 质量 守恒 ,此 变化 率 为 零 , 同 时 p, 与 A, 均 为 常数 , 仅 h 为 时 间 的 函数 , 故 
最 后 有 | 


4 和 从 —- (viAi + Ya As) pw =0 


2 Ait+w A 
例 4.11 一 球形 容器 内 满 盛 高 压 空 气 , 其 体积 、 密 度 与 温度 分 别 为 V,p 和 
全, 容器 有 一 排放 管 并 装 有 阀门 ,假定 出 口 截 面 1 处 的 密度 、 速 度 和 横 截 面积 分 
别 为 p1 ,ui 和 Ai. 同时 ,在 任何 时 刻 均 认为 容器 内 的 气体 性 质 是 均匀 的 ,并 和 忽 
略 粘性 与 阀门 损失 , 试 求 当 上 =0 阀门 开启 以 后 ,容器 内 密度 的 瞬时 变化 率 . 
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取 控 制 体积 包围 整 个 容器 和 排 气 管 ,如 图 
所 示 , 应 用 (4.4.4) 式 有 


六 | edr gl 
在 上 式 左边 第 一 项 中 控制 体积 不 随时 间 变 化 ， 
而 密度 p 却 随时 间 变 化 ,由 于 假定 在 任何 时 刻 
容器 内 气体 的 性 质 是 均匀 的 , 故 p 仅 是 时 间 的 
函数 ,于 是 有 


图 4.12 高 压 容器 放 气 


do _ _ OoiAi 
dt V | 


这 里 的 负 号 表示 容器 内 的 密度 p 随时 间 的 增加 而 减 小 . 
4.5 动量 定理 及 其 应 用 


从 第 三 章 (3.7.4a) 式 ,对 有 限 控制 体积 成 立 的 积分 形式 的 动量 方程 为 
ZF = 于 | ov dr+| ovo "dA,， (3.7.4a) 


其 中 ZF 为 作用 于 控制 体积 上 的 一 切 外 力 , 包 括 体力 和 表面 力 ,v 为 相对 于 固定 
或 匀速 运动 控制 体积 的 速度 矢量 ,动量 pwo'd4 的 符号 仍 以 流出 控制 体积 为 
正 , 流 人 为 负 ,(3.7.4a) 式 的 分 量 形式 方程 为 


ZF, = 六 | updr +| ulpo " d4)， (4.5.1a) 

ZF, = 六 | vodr +| v(pv: dA), (4.5.1b) 
t je cs 

ZF, = 元 | wodrt +| w(pv . dA), (4.5.1c) 
*” gtJew GS 


其 中 u,v,w 为 p 在 z,y,z 方向 的 速度 分 量 ,它们 也 是 相对 于 固定 或 匀速 运动 
的 控制 体积 的 。 

与 连续 性 方程 的 情况 相 类 似 ,如 果 流体 运动 时 仅 在 N 个 地 方 穿 过 控制 体 表 
面 ,并 用 AN 代表 这 些 表面 区 ,于 是 (4.5.1a) 式 右边 第 二 项 可 改写 为 


| upo “dA)= 2 ps re (4.5.2) 


上 式 右边 也 有 两 种 情况 可 以 进行 直接 积分 ,一 是 流体 的 vy, pn,v wn 分布 和 控制 
体 表面 区 4N 的 形状 大 小 都 是 已 知 的 ,二 是 假定 在 表面 区 vn , pn,v n 都 是 均匀 
分 布 的 (或 取 平均 值 ) 且 AN 的 大 小 形状 也 是 已 知 的 ,并 仍 用 脚 标 N1 与 N2 去 区 
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别 它们 ,于 是 


N M 
号 | uN(PNVN 2 d4N) = | uni (px1 VN" dAn) 
N=1 AN NI=1 4N 


N-M 
下 >| um (pw v wm' dAmw). (4.5.3) 
N=1 A 


一 般 说 来 ,在 应 用 中 ,上 式 右 边 第 一 项 出 现 的 机 会 不 多 ,主要 为 第 二 项 ,而 此 项 可 
作 进 一 步 简化 即 


N-M N-M 
| um (pm Vm" dAw) 二 > um pw vm" Am. (4.5.4a) 
N2=1 Aw N2=1 

或 用 标量 表示 ， 


WO vm AN =+ ur | ON VonAn |=+ Uw Qe, (4.5.4b) 
其 中 wx 与 Aw 为 wo 与 Aw 的 相互 垂直 分 量 , Queo 为 质量 流量 ,将 (4.5.2)， 
(4.5.3),(4.5.4b) 或 (4.5.4a) 式 代入 (4.5.1a) 式 后 有 


9 M 
ZF, = ar | pdr + | vni(pM VN dAN) +t uwmQaw, (4.5.5a) 
完全 类 似 地 有 
D M 
ZF, = oat | vpdr 十 网 ZN (Pt vn dAm) + vwQmw, (4.5.5b) 


了 AM 
ZF, 一 az | jwodr 十 | ZN (ONI VN" dAn) 二 ww Qn: (4.5.5c) 


Aw 

对 于 定常 运动 和 不 存在 第 一 类 积分 项 时 ,上 式 简 化 为 
ZF, = +uw Qovw, (4.5.6a) 
EF, = + vw Qnv, (4.5.6b) 
EF,= + ww Qnw, (4.5.6c) 


利用 物体 (如 火箭 、 飞 机 和 船 舰 等 ) 向 后 喷射 流体 以 推动 物体 向 前 迈进 ,这 是 
近代 广泛 使 用 的 一 种 推进 方法 ,但 实际 上 , 它 在 公元 1161 年 我 国 南宋 时 就 早已 
成 功 地 用 于 作战 了 . 这 一 事实 目前 已 得 到 举世 公认 . 喷射 推进 技术 的 一 般 原理 
是 以 各 种 方式 向 进入 物体 的 流体 加 能 或 作 功 ,然后 以 很 高 的 速度 向 后 噶 出 ,使 物 
体 用 一 部 分 动量 以 换取 推动 物体 前 进 的 力 .. 所 以 ,利用 动量 原理 可 以 计算 各 种 
喷气 发 动机 的 推力 . 

喷气 发 动机 的 种 类 很 多 ,这 里 对 常见 的 几 种 作 些 简单 介绍 . 图 4.13(a) 为 冲 
压 式 发 动机 , 它 让 周围 空气 进入 发 动机 后 ,通过 扩散 段 ,以 降低 流体 的 速度 和 提 
高 它 的 压强 ,然后 进入 燃烧 室 , 通 过 燃烧 加 热 后 ,由 喷 管 高 速 喷 出 . 图 4.13(b) 为 
涡轮 喷气 发 动机 , 它 与 冲压 式 发 动机 不 同 的 是 在 扩散 段 之 后 装 有 压气 机 以 进 一 
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/~ 
= 
上 
(a) 冲压 式 发 动机 
一 ~ 
一 


(b) 透 平 喷气 发 动机 


Eee 一 
| [天 一 二  - 
E25 喷 管 | 


(c) 火箭 发 动机 


图 4.13 各 种 喷气 发 动机 的 示意 图 


步 提 高 流体 的 压强 ,同时 在 喷 管 之 前 还 装 有 涡轮 机 ,一 方面 作为 压气 机 的 动力 
源 , 男 一 方面 还 可 以 减 小 耗 油 量 ,降低 出 口 压强 ,以 提高 效率 . 图 4.13(c) 为 火箭 
发 动机 , 它 与 前 两 种 发 动机 不 同 的 是 它 不 用 周围 的 空气 作为 助燃 剂 ,而 是 自身 带 
有 完整 的 固体 或 液体 燃料 系统 , 因 之 , 它 的 性 能 不 依赖 于 周围 环境 条 件 . 

这 些 发 动机 的 内 部 流动 情况 虽然 非常 复杂 ,但 计算 它们 的 推力 却 不 涉及 这 
些 内 部 详情 . 而 仅 与 它们 的 周围 环境 与 进出 口 条 件 有 关 , 这 正 是 应 用 动量 定理 
的 一 大 优点 . 

例 4.12 一 喷气 发 动机 在 压强 为 加, 的 大 气 中 以 常 速 v 沿 水 平方 向 运动 ， 
进口 与 出 口 横 截面 处 的 面积 、 压 强 和 密度 分 别 为 Ai,p,, pi 与 A。,p。,p。, 一 般 
.>p。. 相对 于 喷气 发 动机 的 喷射 速度 为 v; ,假定 在 进出 口 截面 上 一 切 流动 参 
数 如 v,p,p 等 都 是 均匀 分 布 的 ,同时 ,忽略 粘性 阻力 , 试 求 冲压 式 发 动机 、 涡 轮 
喷气 发 动机 和 火箭 发 动机 的 推力 . 

取 控 制 体 包围 整个 发 动机 如 图 4.14 所 示 . 根据 相对 性 原理 ,发 动机 在 静止 
空气 中 以 常 速 v 运动 ,相当 于 空气 以 速度 v 流 过 静止 的 发 动机 . 这 样 ,可 以 在 
固定 坐标 系 分 析 问 题 . 应 当 注 意 作 用 在 控制 体积 上 的 外 力 ,除了 推力 工 以 外 ， 
还 有 作用 于 进出 口 横 截 面 上 的 压力 ,应 用 (4.5.6a) 式 

ZF,= +uvw Qn 
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图 4.14 喷气 发 动机 略图 


有 T+(p,~ ps)Ai- (pe -ps)A.= Qnwv— Qav 
或 


T= Qwvi ~ Qumvt+(p.- p,)A.,, (4.5.7) 

其 中 Qo = peAev 与 Qn = pi1A1v 分 别 为 进出 口 横 截 面 的 质量 流量 . 这 就 是 
定常 情况 下 喷气 推进 系统 的 一 般 推力 公式 , 它 表明 推力 由 二 部 分 组 成 , 即 :(1) 动 
量 或 速度 推力 , 它 由 进入 和 排出 气体 的 动量 变化 产生 ,这 是 推力 的 主要 部 分 , 它 
表明 进口 气体 的 速度 愈 低 ,质量 流量 愈 小 , 则 推力 愈 大 ,在 同样 进口 条 件 下 ,如果 
用 最 少 的 燃料 则 需要 尽 可 能 地 提高 排 气 速度 ww ， (2) 压 力 推力 , 它 的 大 小 依赖 于 
进出 口 处 的 压强 . 现在 来 分 别 讨论 三 种 情况 ， 

(a) 冲压 式 发 动机 ”应当 注意 在 流体 的 运动 过 程 中 Qu 天 Qu ,因为 Qso 除 
了 包括 Qu 以 外 ,还 应 包括 燃料 的 质量 流量 Qs 即 Qu = Qu + Qi 或 p2 = ol+ 
of 于 是 (4.5.7) 式 变 为 

T,=(Qm + Qn) Vv — Qu vt+(p。— pa)A.. 

(b) 涡轮 喷气 发 动机 ”此 时 ,相对 于 Qu 来 说 Qu 相当 小 和 相对 于 动量 推 

力 来 说 ,压强 推力 也 相当 小 , 故 均 可 忽略 不 计 , 于 是 (4.5.7) 式 简化 为 
T,= Qm(v; —v). 

(c) 火箭 发 动机 ”此 时 不 需要 吸 人 环境 空气 , 即 Qs =0, 而 Qo = Q。。+ 

Qua, 其 中 Qu 与 Qs 分 别 为 氧化 剂 与 燃料 的 质量 流量 ,于 是 (4.5.7) 式 变 为 
T.= (Qn t+ Qu) vt+ (pe— ps)A.. 

例 4.13 一 液体 在 弧 形 收缩 贺 管 中 作 定 常 运动 ,进出 口 截面 1 与 2 的 法 线 
之 间 的 夹 角 为 9, 如 图 4.15 所 示 , 进 出 口 的 横 截面 积 ,速度 ,压强 分 别 为 A ,vi， 
pi 与 A ,v2 ,ps ,液体 的 密度 为 p ,假定 为 一 维 流动 ,忽略 壁 剪 应力 z+, ,法 向 辟 
应 力 ps 相互 平衡 ,体力 为 管内 液体 的 重量 W ,车 pi 与 ps 已 知 , 求 液体 作用 于 
管 壁 上 的 力 . 
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图 4.15 曲 管 中 的 流动 


取 控 制 体积 使 包围 整个 曲 管 , 管 壁 作用 于 液体 上 的 力 如 图 所 示 , 其 中 力 R 
在 x 与 y 方 向 的 分 量 分 别 为 R, 与 R,, 应 用 (4.5.6a) 与 (4.5.6b) 式 有 
piAi— pAscos 9+ R, = Qu v2c0s 0— Qn v1, 

一 加 Asin 06— W+ R,= Qr vsin 0. 
注意 由 连续 性 方程 有 Qu = Qw = Qu 并 将 R。 与 RR, 改变 符号 后 即 成 为 液体 作 
用 于 管 壁 的 力 , 即 

— R,= piAi— prAzscos 0— Qn( v2cos 0 — v1), 
-及 ,= 一 加 Asin 06~ W— Qn vzsin 0. 


ee 


图 4.16 水 射流 冲击 运动 曲 辟 


例 4.14 一 出 口 截面 积 为 A; ,速度 为 v 的 固定 水 射流 ,冲击 一 转角 为 9 
的 光滑 叶片 使 其 沿 水 平方 向 以 常 速 v 运动 ,如 图 4.16 所 示 ,如 果 (1) 忽 略 流体 的 
体力 和 摩擦 力 ,(2) 流 动 相对 于 叶片 为 定常 的 ,和 (3) 叶 片 在 z 方向 相对 于 射流 
的 速度 为 vi -vv, 试 求 使 叶片 作 常 速 v 运动 时 所 需 作用 于 叶片 上 的 力 . 

选择 一 控制 体积 随 叶 片 以 常 速 v 运动 ,由 于 控制 体积 没有 加 速度 , 故 仍 可 
在 惯性 坐标 系 分 析 问题 ,但 应 注意 在 应 用 一 切 原理 时 一 切 速度 均 应 用 相对 于 控 
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制 体积 的 速度 , 令 R, 与 R, 分 别 为 叶片 作用 于 流体 上 的 力 在 z 与 y 方向 的 分 
量 . 由 于 控制 体积 周围 均 为 大 气压 故 无 净 压 力 , 仅 需 考虑 射流 的 进出 口 截面 1 
与 2. 在 截面 1 处 沿 z 与 y 方向 的 相对 速度 分 别 为 w = vi 一 wv 与 v=0, 而 在 截 
面 2 处 沿 xz 与 y 方 向 的 相对 速度 分 别 为 v= (vi 一 v)cos 9 与 v= (vi 一 v): 
sin 0. 

应 用 动量 定理 (4.5.6a) 与 (4.5.6b) 式 有 

R, = v, Qn, — vi Qn, 
R, = v, Qn,. 
而 质量 流量 Q, = pAj (vv) = pAs(vi 一 v), 于 是 上 两 式 变 为 
R.=pAi(vi— vw) (cos 0~1), 
R,= pAs(vi— v)sin 0 
和 Rr 
而 流体 作用 于 叶片 上 的 力 则 与 此 大 小 相等 方向 相反 . 

例 4.15 一 漏斗 将 砂子 装 上 一 水 平 传送 带 , 它 的 水 平 速 度 为 vw ,砂子 从 漏 
斗 垂 直下 落 的 速度 为 v,, 其 质量 流量 为 Q, ,初始 时 刻 传送 带 是 空 载 的 ,如 果 和 忽 
略 驱动 系统 和 滚 子 的 摩擦 力 , 试 求 当 传送 带 开始 装 砂 时 ,启动 传送 带 所 需 的 拉 
力 工 . 

将 砂子 的 运动 看 成 为 流体 流动 , 取 控 制 体 积 如 图 4.17 所 示 , 在 初始 一 段 时 
间 内 ,砂子 进入 控制 体 以 后 , 即 停留 在 控制 体内 ,并 随 传送 带 一 起 运动 ,这 时 没有 
砂子 流出 控制 体积 ,直到 砂子 运动 至 传送 带 的 末端 , 才 开始 流 人 容器 中 . 这 是 一 


图 4.17 传送 带 输 运 砂子 
个 非 定 常 运动 问题 ,截面 1 与 2 分 别 取 在 漏斗 出 口 处 与 传送 带 的 右 末 端 ,显然 水 
平分 量 w =0 和 vw, =0. 应 用 动量 定理 (4.5.5a) 式 ， 


9 9 aM, 
T= pn | ,wpdr + v2 Qi — viQm = 了 | vpdr Ve ge (4.5.8) 
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其 中 M, 为 积 留 在 传送 带 上 的 砂子 的 总 质量 , we 为 常 速 度 ,从 (4.4.4) 与 
(4.4.5) 式 有 连续 性 方程 


或 

9M, _ 

yn (4.5.9) 
将 (4.5.9) 代 入 (4.5.8) 式 ,最 后 有 

T= v.Qn. 


这 表明 传送 带 所 需 的 拉力 随 着 砂子 的 质量 流量 与 传送 带 的 速度 的 增加 而 增加 . 
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动量 矩 定理 的 一 个 重要 应 用 领域 是 带 有 旋转 的 流体 运动 ,特别 是 流体 机 械 
中 的 流动 ,最 常见 的 有 原 动 机 (或 涡轮 类 ) 和 从 动机 (或 泵 类 ) ,前 者 是 从 流体 中 吸 
取 能 量 而 后 者 则 是 向 流体 注 和 能量, 涡轮 机 又 分 为 冲击 式 与 反作用 式 两 大 类 , 冲 
击 式 涡轮 机 是 由 一 或 几 个 高 速 自由 射流 (或 河渠 水 流 ) 冲 击 涡轮 机 叶片 使 其 旋 
转 , 如 同 射流 冲击 运动 曲 壁 一 样 ( 例 4.14). 反作用 涡轮 机 由 一 或 几 组 静止 与 运 
动 相间 的 叶轮 组 成 ,静止 叶轮 的 主要 作用 是 引导 流体 的 运动 方向 ,而 运动 叶轮 则 
是 使 流体 获得 加 速度 以 改变 流体 的 速度 和 压强 . 从 而 产生 驱动 叶轮 的 转 矩 . 根 
据 流体 的 运动 方向 ,涡轮 机 还 可 分 为 轴 流 式 , 径 流 式 和 混合 式 三 类 . 一 般 说 来 ， 
轴 流 式 能 设计 出 最 大 流量 与 最 高 效率 的 涡轮 机 ,其 次 为 混流 式 , 最 后 为 径流 式 . 

泵 类 又 分 为 两 类 , 即 用 于 液体 或 泥浆 的 泵 和 用 于 气体 的 风扇 ,鼓风机 或 压气 
机 ,它们 都 是 用 来 提高 流体 的 压强 的 ,通常 提高 大 压强 采用 径流 式 , 如 泵 ,鼓风机 
或 压气 机 均 是 ,其 次 用 混流 式 , 对 提高 小 压强 则 采用 轴 流 式 . 

从 第 三 章 (3.7.8a) 式 ,对 有 限 控制 体积 成 立 的 积分 形式 的 动量 答 方 程 为 


3 
2T = 于 | rxvodr+| rxvov.dA, (4.6.1) 


其 中 5T 为 作用 于 控制 体积 上 的 一 切 转 矩 , 汤 包 括 由 表面 力 产生 的 转 矩 r x FF,， 
由 重力 产生 的 转 矩 | ,r x gpdr 和 由 转轴 产生 的 转 矩 Ta 等 ,r 为 质量 或 体积 (或 


面积 ) 元 相对 于 坐标 系 原点 的 位 置 矢量 ,v 为 相对 于 固定 或 匀速 运动 控制 体积 的 
速度 矢量 ,这 是 对 惯性 坐标 控制 体积 的 一 般 动 量 失 矢量 方程 . 

作为 一 种 近似 ,如 果 忽 略 由 于 表面 力 和 由 于 对 称 性 体力 所 产生 的 转 矩 ,对 于 
定常 运动 ,(4.6.1) 式 简化 为 
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卫生 = | rx upo'd4. (4.6.2) 


上 式 的 右边 为 对 整个 控制 表面 求 质 量 流量 与 x xX wv 的 乘积 . 与 以 前 一 样 ,如 果 流 
体 仅 在 有 限 处 穿 过 控制 表面 , 则 右边 变 为 通过 这 些 表面 区 的 质量 流量 与 xm 
的 乘积 之 和 . 

在 分 析 转 动 流体 机 械 时 ,往往 仅 用 沿 转 轴 方 向 的 分 量 方程 ,最 方便 的 坐标 系 
是 将 柱 坐 标的 z 轴 选 来 与 流体 机 械 的 转轴 相 重 合 , 如 果 叶 轮 进出 口 截 面 1 与 2 
处 ,流动 都 是 均匀 的 (或 取 平 均值 ), 并 考虑 到 与 + 成 垂直 的 速度 分 量 才 会 产生 
转 矩 ,于 是 (4.6.2) 式 的 标量 形式 为 

T# = (r2 vp 一 ri)Q ， (4.6.3) 

其 中 vo 与 vw 为 流体 在 截面 1 与 2 处 的 绝对 速度 的 切 向 分 量 ,r; 与 x, 为 vi 与 
vm 至 转轴 的 距离 ,通常 速度 分 量 un 与 vos 的 符号 是 这 样 选取 的 , 当 它 们 与 叶片 
的 速度 v 同方 向 时 取 为 正 , 反 之 为 负 . 这 样 ,对 于 泵 ,风扇 ,鼓风机 或 压缩 机 ,Tw 
>0, 而 对 于 涡轮 机 Tu<0, 这 正 对 应 于 对 流体 功 的 输入 和 输出 . 方程 (4.6.3) 
是 转 撼 与 动量 矩 之 间 的 最 基本 关系 式 ,通常 称 为 欧 拉 涡 轮机 方程 . 它 既 适用 于 
涡轮 机 又 适用 于 原 动 机 . 

在 同样 假定 条 件 下 ,对 于 非 定常 运动 ,从 (4.6.1) 与 (4.6.3) 式 近似 地 有 


9 
Ta = | rx vpdr + (non — rivn) Qs. (4.6.4) 


例 4.16 从 洒水 器 的 下 方 注 人 一 股 高 压 水 流 , 上 行 至 旋转 管 处 分 为 二 股 ， 
各 沿 旋转 臂 流动 ,至 末端 后 ,经 喷嘴 喷 出 ,喷嘴 与 水 平面 成 9 角 , 其 出 口 截面 积 
为 A; ,旋转 臂 的 半径 为 1/2, 如 图 4.18 所 示 . 取 表 压 ,周围 为 大 气 ,体力 平行 于 
转轴 故 不 产生 转 矩 ,忽略 摩擦 损失 ,假定 运动 为 定常 的 . 试 求 当 注入 水 的 体积 流 
量 为 Qv 时 ,旋转 臂 从 水 与 大 气 获得 的 转 矩 为 多 少 ? 


图 4.18 酒水 器 构造 


取 控 制 体 积 使 包围 整个 旋转 辟 , 在 截面 1 与 2 处 分 别 有 流 体 流 人 和 流出 , 取 
酒水 器 的 旋转 轴 MM 作为 轴线 ,应 用 动量 矩 公式 (4.6.3) 
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了 向 一 (rop ~ ri vol ) Qn, 


在 截面 1 处 ,ri =0,riwvm =0, 根 据 连续 性 方程 
Da =- 让， Doz = 入 cs 9 和 Q。 = CQv， 
代 人 (4.6.3) 式 ,得 


起 二 二 


入 2 So Ro 

例 4.17 一 混流 式 水 泵 ,其 进口 与 出 口 直径 分 别 为 Ri 与 R,, 匀 速 流体 轴 
向 地 进入 水 泵 后 , 沿 叶片 流动 ,并 逐渐 地 改变 为 沿 径 向 流出 ,进口 处 的 速度 为 vl 
出 口 处 相对 于 叶片 的 径 向 速度 为 we ,流体 的 体积 流量 为 Qv ,叶片 出 口 处 的 宽 
度 为 5b, ,叶轮 的 转速 为 2 ,如 图 4.19 所 示 . 如 果 忽略 体力 与 摩擦 力 的 作用 ,并 假 
定 运动 是 定常 的 , 试 求 (a) 叶 片 出 口 宽 度 2 ,(b) 输 入 叶轮 的 转 矩 ,和 (c) 输 入 叶 
轮 的 功率 . 


图 4.19 混流 式 水 泵 


取 控 制 体积 包围 整个 水 泵 ,如 图 所 示 . 进出 口 横 截面 分 别 取 为 1 与 2. 
(a) 根据 连续 性 方程 
polirRi= pv:*2rR; b= pQyv, 
其 中 vs 为 出 口 处 流体 相对 于 叶片 的 径 向 速度 ,于 是 
b, = 0 
2rR2 va 
(b) 及 应 用 动量 矩 公式 (4. 6.3) 
Tg = (72 vg 一 rivg ) Qn 
由 于 在 截面 1 处 , 切 向 速度 分 量 wel 为 零 , 故 不 存在 动量 矩 ,在 截面 2 处 ,流体 的 
切 向 速度 为 QR, , 径 向 速度 ( 即 相 对 于 叶片 的 速度 ) 为 wz ,它们 的 合 速度 为 v,， 
如 图 中 所 示 ,其 中 仅 切 向 速度 QR = ve 能 产生 对 转动 轴 的 动量 矩 ,于 是 
Ta = RQR, 0Qv = ARI pQv 
(c) 输入 叶轮 的 功率 = QT = Q? RioQv 
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例 4.18 图 4.20(a) 为 一 房 斗 式 水 轮机 , 它 的 旋转 轴 ( 垂 直 于 纸 面 ) 的 两 端 
支撑 在 轴承 架 上 ,使 水 轮机 受 力 后 可 以 自由 旋转 ,在 水 轮机 的 边缘 上 固定 一 系列 
亡 斗 ,其 平面 前 视 如 图 4.20(b) 所 示 , 当 一 股 速度 为 v; 的 高 速射 流 冲 击 在 亡 斗 
上 时 ,水 流 被 平分 成 两 部 分 ,并 相对 于 启 斗 几乎 作 180" 的 转弯 ,然后 以 相对 于 户 


图 4.20 亡 斗 式 水 轮机 


斗 为 v; 一 Qr 的 速度 离开 ,其 中 0 为 水 轮机 的 定常 运转 速度 ,r 为 水 轮机 转轴 至 
序 斗 中 线 的 半径 ,如 果 射 流 的 体积 流量 为 Qv, 忽 略 体力 与 表面 力 的 作用 , 试 求 
射流 对 水 轮机 所 产生 的 转 矩 和 功率 . 

应 当 注意 两 点 :(1) 当 水 轮机 转动 时 ,每 一 房 斗 相对 于 射流 的 位 置 是 在 不 断 
变化 的 , 因 之 ,水 射流 相对 于 地 面 并 非 完全 定常 的 ,(2) 在 不 同时 刻 有 不 同 数目 的 
亡 斗 从 不 同 的 位 置 与 射流 相 接触 使 转 矩 随时 间 是 变化 的 ,但 这 种 变化 并 不 是 很 
大 ,可 以 暂时 忽略 不 计 , 为 了 简便 这 里 仅 计 算 它 的 平均 转 矩 ,并 认为 它 与 一 定常 
射流 冲击 在 一 最 低位 置 的 亡 斗 ( 即 此 亡 斗 以 常 速 Or 作 水平 运 动 ) 上 所 产生 的 转 
和 矩 完全 相等 . 

取 一 控制 体积 使 完全 包围 整个 水 轮机 ,这 样 它 的 前 后 面 与 转轴 相 截 ,动量 矩 
是 对 水 轮机 的 中 心 轴线 取 的 ,除了 与 转轴 相 截 处 外 ,控制 表面 各 处 均 为 大 气压 
力 。, 故 控制 面 上 的 唯一 转 矩 来 源 是 在 与 转轴 相 截 处 , 对 定常 情况 应 用 动量 公式 
(4.6.3) 和 

T¥ = (7r2 vg — riv0) Qn, 
射流 在 进入 控制 体积 的 截面 1 处 rj = ~， vi = vj;, 射 流 在 离开 控制 体积 的 截面 2 
处 ,rz=7， 
vn = {2r — (v;— fr)cos 0= OQr(1+cos 0)— vicos 0， 
将 上 式 代 人 Th 表达 式 后 有 
Tu=r(Cor 一 ww)(1+cos 0)oQv. 
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这 是 转轴 作用 于 水 轮机 的 转 矩 ,而 射流 作用 于 水 轮机 所 产生 的 平均 转 矩 的 大 小 
与 此 相等 ,方向 与 此 相反 , 即 
T#=r(v; ~ OQr)(1+cos 0)oQv. 
同时 功率 = OTy = fr(v; 一 Or)(1+cos 0)oQv. 
一 个 重要 的 问题 是 ww 与 Q 之 间 保 持 何 种 关系 时 ,功率 为 最 大 值 . 可 以 证 明 
这 一 关系 为 
vj;=20. 


4.7 能 量 方程 及 其 应 用 


从 第 三 章 (3.7.10a) 式 对 有 限 控制 体积 成 立 的 积分 形式 的 能 量 方程 为 


Qh + = 元 | epdr t+] (etl)(pv. dd) (4.7.1) 


其 中 Qu 为 每 单位 时 间 通 过 控制 体 表面 传人 (或 出 ) 的 热流 量 并 取 外 界 加 于 控制 
体积 的 为 正 , Wu。 为 外 界 对 控制 体积 所 作 的 机 械 功 ,如 机 械 转轴 所 作 的 功 等 , 仍 
取 外 界 向 控制 体积 作 功 为 正 . 


Bio 方术 十 Sy 十 e 
为 每 单位 质量 流体 的 储存 能 ,e 为 每 单位 质量 流体 的 内 能 ,wv 为 相对 于 固定 或 匀 
速 运动 控制 体积 的 速度 矢量 ,这 是 对 惯性 坐标 控制 体积 的 一 般 形 式 的 能 量 方程 . 
作为 近似 ,如 果 忽 略 由 质量 力 与 切 向 表面 力 所 作 的 功 ,而 仅 保 留 转轴 对 控制 
体积 所 作 的 功 ,并 用 W 去 代表 ,同时 假定 运动 为 定常 的 , 则 (4.7.1) 式 变 为 


Q + -| (+ 这 Joo dh) (4.7.2) 

与 以 前 一 样 ,如 果 流 体 仅 在 有 限 个 表面 区 穿 过 控制 体积 表面 ,而 且 在 这 些 表 

面 区 流动 参数 v、p、p 等 可 以 近似 地 看 成 为 均匀 分 布 的 (或 取 它 们 的 平均 值 , 则 
(4.7.2) 式 右边 可 改写 为 | 

| (riov aa) = lat Qi ED 

特别 地 当 仅 有 一 进口 截面 1 与 一 出 口 截面 2 时 ,考虑 到 (4.7.3) 式 , 则 (4.7.2) 式 

变 为 
1 pb 


s 1 
Q+ + dt = Qw [$+ 人 +te |- Qa [+ ty +e . 


(4.7.4) 
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在 同样 假定 条 件 下 ,对 非 定常 运动 从 (4.7.1) 与 (4.7.3) 式 有 
dW 9 N 大 
Qt de (4.7.5) 


例 4.19 利用 水 力 的 一 个 重要 方面 
是 兴建 水 库 , 发 展 水 力 发 电 , 一 发 电站 位 
于 水 坝 下 方 , 上 游 的 水 头 高 为 五, 每 秒 有 
体积 流量 为 Qv 的 水 通过 涡轮 机 ,下 游 排 
水 道 出 口 处 的 速度 为 v, ,全 部 排水 均 泄 
和 人 下游 河道 上 方 ,如 果 忽 略 一 切 损失 , 流 
动 是 定常 的 . 试 求 涡轮 机 所 能 产生 的 理 
想 功率 , 当 涡 轮机 的 效率 为 80% 时 ,实际 
功率 又 是 多 少 ? 

取 控 制 体积 包围 整个 坝 体 ,基线 取 在 图 4.21 水 力 发 电 
排水 通道 中 线 上 ,如 图 4.21 所 示 . 在 截 
面 1 与 2 处 应 用 能 量 关系 式 (4.7.4). 并 注意 上 下 游 的 水 面 上 方 均 为 大 气压 p,， 
Qu = Qu = Qu 和 水 库 的 容 水 量 很 大 ,上 游 液 面 下 降 速 度 几乎 为 零 ,以 及 el = 
e2, Qn=0 等 ,于 是 有 


dW, 
a = 二 如 — QngH, 


这 是 涡轮 机 加 于 流体 的 功率 ,而 流体 作用 于 涡轮 机 的 功率 为 
dW, 1 

二 QQ。 [gH- 加 | : 

这 也 是 涡轮 机 能 产生 的 理想 功率 ,这 一 结果 表明 对 给 定 的 Q, ,上游 水 头 玉 愈 

高 ,下 游 排 水 速度 v, 愈 小 , 则 所 产生 的 功率 愈 大 ,而 


实际 功率 =0.8Q。| gH- 雪 吕 | . 


例 4.20 在 工农 业 生 产 中 常常 利用 泵 将 低 处 的 液体 提升 至 高 处 ,如 图 4.22 
中 所 示 , 将 液体 从 低 管 提升 至 高 管 ,在 二 管 中 各 取 一 截面 1 与 2, 它 们 的 面积 与 
平均 速度 分 别 为 A1 ,A 与 w ,va ,它们 的 中 心 线 距 U en 


1 与 y2. 用 静 压 管 与 皮 托管 测 1,2 处 的 静 压 与 总 压 分 别 为 pi 与 p+ 元 pv2 
U 形 管内 的 液 面 差 为 ye ,内 盛 液体 的 密度 为 p, ,假定 流动 为 绝热 的 ,忽略 管 路 
和 泵 的 一 切 损失 ,如 果 体积 流量 为 Qy , 试 求 泵 所 需 的 功率 . 


取 控 制 体积 包围 泵 和 附近 管道 如 图 4.22 所 示 ,应 用 能 量 方程 (4.7.4) 于 1， 
2 截面 处 ,注意 Q; =0,el =e, 和 Qu。= pQv ,于 是 有 
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dW, _ 
(4.7.6) 
图 4.22 用 泵 提升 液体 
考虑 到 过 U 形 管 低 液 面 的 水 平面 上 ,A ,B 两 点 的 压强 应 相等 , 即 
pit+ pg(y1— ym) + pngym = p2+ 序 po3 + pgy, 
或 pi+pgyi (+ 序 po3 + peyz )= BYm(P — pm), 
代入 (4.7.6) 式 后 有 
dW, v 

: a =Q, [$e + aya(p-en)|. 

这 就 是 泵 所 需 的 功率 . 

例 4.21 一 压气 机 作 定 常 运转 ,其 进出 ee . 
口 条 件 如 图 4.23 所 示 , 质 量 流量 为 Q, ,输入 | 和 
压气 机 的 功率 为 ,假定 (1) 进 出 口 截面 的 流 了 | 一 /gan 、LL 关 

， 动 参数 是 均匀 分 布 的 ,(2) 空 气 为 理想 气体 ， TT | | mm 
(3) 忽 略 压气 机 的 损失 ,(4) 进 口 处 的 速度 ov w=o | ~ 一 a 
=0. 试 求 每 单位 时 间 传 给 空气 的 热量 . : 3 g 

取 控 制 体积 包围 整个 压气 机 和 进出 口 a 


道 如 图 4.23 所 示 . 令 进 出 口 截面 分 别 为 1 

与 2, 和 单位 质量 流体 的 烩 Ee ,于 是 能 量 方程 (4.7.4) 简 化 为 
ge ee 

对 理想 气体 与 c,= 常 数 , 有 -= cv(T 一 全 |), 另 外 y, = yi, 则 上 式 变 为 


Qi=Q|c(T -TI) + 只 |-P. 
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, 随 之 上 式 变 为 


Qo | ot je hes Be) | - 

例 4.22 一 体积 为 Vi 的 高 压 容器 与 一 高 压 管 路 相连 ,两 者 的 初始 温度 均 
为 Th ,容器 的 压强 为 br , 管 路 的 压强 为 p, 且 p> pt, 假定 管 略 足够 大 ,以 到 
可 以 认为 它 的 温度 与 压强 均 为 常数 ,容器 的 温度 用 一 快速 响应 热电 偶 监 测 ， 阅 站 
开启 后 的 一 瞬间 ,容器 的 温度 以 。 的 速率 上 升 .如果 (1) 忽 略 势 能 与 热传导 ,(2) 
气体 为 理想 气体 ,(3) 管 路 和 容器 中 的 气体 速度 均 很 小 可 以 忽略 不 计 ,(4) 在 任何 
时 刻 容器 中 流体 性 质 是 均匀 的 , 试 求 在 :=0* 时 刻 ,空气 进入 容器 的 瞬时 质量 流 
量 Q。. 


利用 = 各 与 =pRTs, 于 是 避 = 外 
27412 


图 4.24 高 压 容 器 充气 


取 控 制 体积 如 图 4.24 所 示 ,空气 仅 由 截面 1 处 进入 容器 ,这 是 一 个 非 定常 
问题 ,应 用 能 量 方程 (4.7.5)， 
dW, 


Qn + dz ee [$v + gy + er odr 


be 


| 考 吕 + 和 + gy +e|. 
由 于 a La vi=0,y1=0, i 质 是 均匀 的 , 子 


a 


或 

dM de p 加 

el + Mi -Qt+e |=0, , (4.7.7) 
其 中 Mr 为 高 压 容 器 内 的 空气 质量 . 


其 次 利用 连续 性 方程 (4.4.4) 
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或 dz = Qu, 
代入 (4.7.7) 式 ， 


对 理想 气体 全 一 RT,dei = cvdTi ,并 注意 到 Mr = oy ,于 是 


dT 
_pVreve 
各 RT 
dT dT\y _ Se ey 
当 t=0 时 ,T= To, gr =( 笃 ) =c, pO=pr=RTI 于 是 
prVrcvc 
Qn = (RT ) y 


4.8 各 积分 关系 式 的 综合 应 用 


前 面 几 节 讨论 了 各 种 单一 积分 关系 式 的 应 用 . 在 工程 实践 中 ,有 时 为 了 解 

决 更 复杂 的 问题 ,往往 需要 同时 使 用 几 个 关系 式 , 或 者 将 这 些 关系 式 与 其 它 的 原 
结合 起 来 使 用 ,这 里 举 几 个 例子 . 

例 4.23 射流 泵 是 一 种 利用 射流 提高 流体 压强 和 速度 的 装置 . 它 的 结构 如 
图 4.25 所 示 . 圆 管 中 的 流体 以 匀速 v 运动 , 圆 管 的 横 截面 积 为 A, ,一 高 速射 
流 沿 圆 管 中 心 线 射 出 , 它 的 出 口 速度 与 横 截 面积 分 别 为 v 与 A;. 如 果 圆 管 中 的 
流体 与 射流 为 同一 种 流体 ,忽略 壁 摩擦 并 假定 运动 为 一 维 的 , 试 求 :(a) 混 合 后 的 
平均 速度 ,(b) 混 合 前 后 的 压强 变化 和 机 械 能 耗损 率 . 

(a) 取 控 制 体积 使 包围 整个 混合 区 ,其 进出 1 与 2. 应 当 注 意 
通过 截面 2 的 流体 包括 圆 管 与 射流 流动 的 流体 ， 同时 A; = A, - Ai ,根据 连续 性 
方程 ， 

viAit+vA;=v,A， 或 ta 
(b) 假定 在 截面 1 处 射流 与 圆 管 流 的 压强 相等 ,应 用 动量 定理 ， 
(p1— p2)A,= pviAs— pv1A1 — oo Aj, (4.8.2) 
将 (4.8.1) 式 代入 (4.8.2) 式 有 


(4.8.1) 
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图 4.25 射流 泵 原理 
VIAI+ vA A Ai 
户 - 记 =ol 机 ) A = 外 | . 
(c) 在 外 界 不 对 流体 作 功 和 不 向 流体 加 热 或 减 热 的 情况 下 , 流体 机 械 能 的 
耗损 表现 为 其 内 能 e 的 变化 ,首先 对 射流 在 截面 1 与 2 处 应 用 能 量 定理 有 


4 + 二 史 = + (es -0). (4.8.3) 
其 次 ， 对 因 管 来 流 在 截面 1 与 2 处 应 用 能 量 定理 有 

4 = 守 (4.8.4) 
而 每 单位 时 间 内 总 的 能 量 耗损 为 


=Qa (ee) +Qa(es -0). 
将 (4.8.3) 与 (4.8.4) 式 代 人 上 式 后 有 
毕 =Qu[ 如 二 + 寺 ( i-0)]+Qsl e+3( -3)]. 
人 24 一 庄 溢 洪 地 的 流动 ， 如 图 4.26 所 示 . 其 上 游 压 强 与 高 度 头 之 和 为 
Hi ,体积 流量 为 Qv ,如 果 ,(1) 忽 略 一 切 摩擦 阻力 , (2) 上 、 下 游 远 处 均 为 一 维 流 
动 ,流速 是 均匀 分 布 的 ， (3) 压 强 按 静 压强 分 布 ， 试 求 :(a) 下 游 压强 与 高 度 头 之 和 
瑟 ; ,(b) 作 用 在 卉 上 的 力 的 大 小 和 方向 . 


(a) 取 流 线 ,在 截面 1 与 2 处 应 用 伯 努 利 积分 


1 vt _ 工友 
I ht 


其 中 = 垦 , h， - 关 上 式 亦 可 写 为 


1 工 妈 
7 E+H=3 gH. (4.8.5) 
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图 4.26 溢 洪 卉 流动 


取 单 位 宽 ( 垂 直 于 纸 面 ) ,连续 性 方程 为 
Qv= vi Hi= v,H,. 


利用 此 结果 同时 令 
1 vi 
A= 2 tH 
则 (4.8.5) 式 变 为 
2 
a V 
2 2gH2 ， 
Qi: 
整理 后 有 Hi- AH: + 一 
8 


这 是 一 个 对 有 H 的 三 次 代数 方程 , 当 Qv 及 A 已 知 时 ,可 用 图 解法 或 代数 法 求 得 
H,. 
(b) 取 控制 体 如 图 4.26 所 示 , 令 每 单位 溢 洪 堰 宽 作 用 于 流体 的 力 为 F., 作 
用 于 截面 1 与 2 处 的 压强 (单位 宽 ) 分 别 为 方 pgHi* Hi 与 广 pgH' H ,在 截面 1 
与 2 处 应 用 动量 定理 有 
HostH HI]- F,= Qav -on) 


或 已 = 冯 pg[ 于 -月 ]-Q。 (vw, 一 "1), 


其 中 Qu=pQv = 名，w = 全 区 为 已 知 量 , 故 可 算出 ,但 应 注意 这 是 洲 ， 


洪 卉 作用 于 流体 的 力 ， 而 流体 作用 于 洲 洪 组 的 力 则 应 大 小 与 此 相等 ,方向 相反 . 
螺旋 桨 是 一 种 推动 物体 (如 航空 器 、 船 舰 等 ) 在 流体 中 前 进 的 装置 , 它 起 源 于 
我 国 亚 代 葛 洪 (284- 一 363) 所 发 明 的 “ 竹 晴 贤 ”. 这 是 目前 举世 公认 的 . 螺旋 桨 通 
常 由 两 个 以 上 的 叶片 构成 ,对 不 同 的 用 途 叶片 的 外 形 和 剖面 形状 是 不 同 的 . 如 
图 4.27,(a) 为 航空 用 螺旋 桨 , (b) 与 (c) 分 别 为 低速 与 高 速 船 舰 用 螺旋 桨 , 它 的 
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(a) 航 空 (b) 低 速 船 舰 (c) 高 速 船 舰 


图 4.27 螺旋 桨 


工作 原理 是 发 动机 或 电动 机 带动 螺旋 桨 旋转 以 后 ,不 断 对 流体 增加 能 量 , 以 提高 
其 速度 和 压强 ,从 而 导致 流体 动量 的 变化 以 产生 推力 . 

根据 相对 性 原理 一 螺旋 桨 以 常 速 v 在 静止 流体 中 运动 ,其 作用 相当 于 一 流 
速 为 v 的 流体 流 过 一 静止 的 螺旋 桨 ,图 4.28 正 是 这 一 情况 . 

在 远离 螺旋 桨 上 游 的 截面 1 处 ,螺旋 桨 对 流体 的 影响 很 小 ,来 流 的 压强 为 
Pi, 速度 为 匀速 vi ,流动 逐渐 趋 近 螺旋 桨 后 ,速度 不 断 增加 ,压强 逐渐 减 小 ,此 加 
速 区 的 边界 称 为 滑 流 边界 ,及 至 螺旋 桨 前 侧 ,其 速度 为 wz 压强 为 p, ,同时 ,由 于 
螺旋 桨 的 旋转 ,上 游 流 体 出 现 扭转 现象 , 流体 通过 螺旋 桨 时 , 它 对 流体 加 入 能 量 
使 压强 提高 至 ps 而 速度 则 保持 不 变 , 即 v3 = wz( 由 于 连续 性 ). 以 后 ,速度 继续 
增加 ,压强 不 断 减 小 ,直至 远离 螺旋 桨 下 游 的 截面 4 处 , 滑 流速 度 达到 w ,而 压 
强 ps 降 至 与 pi 相等 的 数值 . 


1 
| 
[| 
| 
mi- 
ex 
pd 
-a 
一 
pd 
mm 
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上 一 ea 
[ee 
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图 4.28 绕 螺 旋 桨 的 流动 


例 4.25 一 速度 为 v 的 均匀 来 流 流 过 二 直径 为 D 的 螺旋 桨 ,其 质量 流量 
为 Qu ,远离 螺旋 桨 下 游 截 面 4 处 的 滑 流速 度 已 测 得 为 w . 假定 (1) 螺 旋 桨 有 许 
多 桨 时 以 致 可 以 将 其 看 成 为 一 圆 形 桨 盘 , 其 厚度 可 忽略 不 计 ,(2) 忽 略 由 于 螺旋 
桨 旋转 而 引起 的 流体 扭转 , (3) 推 力 均匀 分 布 在 浆 盘 上 ,(4) 除 浆 盘 处 有 压强 间断 
外 ,螺旋 桨 上 下 游 流 场 均 可 近似 地 看 成 为 无 旋 的 ,于 是 可 分 别 应 用 伯 努 利 积分 . 
试 求 :(a) 推 力 ,(b) 通 过 奖 盘 时 的 流体 速度 , (c) 螺 旋 桨 的 输入 与 输出 功率 , (d) 螺 
旋 桨 的 理论 机 械 效率 . 
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取 滑 流 边 界 ,截面 1 与 4 作为 控制 体 表面 ,在 此 之 外 ,速度 为 匀速 w ,压强 


为 pi 
(a) 在 截面 1 与 4 处 应 用 动量 定理 有 推力 
T= Q,(v, — vi). (4.8.6a) 
也 可 在 截面 2 与 3 处 应 用 动量 定理 ， 
T+(z -zs)A=0， (4.8.6b) 
其 中 A 为 桨 盘面 积 ， 
(b) 在 截面 1 与 2 和 3 与 4 分 别 应 用 伯 努 利 积分 有 
pi + 部 poi = 轧 + 方 po3， (4.8.7) 
p3+ 方 p03= p+ 去 p03. (4.8.8) 
由 于 Qu= ovA, 从 (4.8.6a) 与 (4.8.6b) 式 有 
pu2 (v4 — v1)= ps — p2. (4.8.9) 
注意 ps = pi, 从 (4.8.7) 与 (4.8.8) 式 有 
oC -=p pa. (4.8.10) 


令 (4.8.9) 与 (4.8.10) 两 式 相等 ,有 
v= 去 (v4+ v1). 
这 表明 通过 螺旋 桨 的 速度 为 上 下 游 速 度 的 平均 值 . 
(c) 以 速度 v 在 静止 流体 中 运动 的 螺旋 桨 ,每 单位 时 间 所 输出 的 功 ,或 称 
推力 功率 Po 为 
Po= Tw = PpQv(v4 — v1) V1. 
在 截面 1 与 4 处 应 用 能 量 定理 ,并 注意 到 ps = pi ,yi = yy;， 


dW, 
dt = 


将 流体 从 vi 增加 至 ws 所 需要 输入 螺旋 桨 的 功率 
Pi=Qs (0)=pQv vv 0). 
(d) 螺旋 桨 的 理论 机 械 效率 7， 


Po UL 


CE 
如 果 用 滑 流 速度 的 增加 量 Av = vs 一 vi 来 表示 , 则 
1 
Av 
2v1 


本 
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明渠 流 系 指 渠 道 或 河道 中 具有 自由 表面 的 水 流 , 它 在 水 利 工程 中 是 一 种 很 
常见 而 又 非常 重要 的 流动 ,在 这 类 流动 中 需要 考虑 重力 ,惯性 力 和 粘性 阻力 的 相 
互 作用 ,通常 可 近似 地 把 它 看 成 一 维 流动 , 它 的 流动 状态 随 弗 劳 德 数 FF = 
v/V gh 而 异 ,其 中 v 为 过 水 断面 上 的 平均 流速 ,有 为 该 处 水 深 ,g 为 重力 加 速 
度 , 弗 劳 德 数 代表 惯性 力 与 重力 之 比 . 当 Fr<1 时 ,重力 起 主要 作用 , 称 为 亚 临 
界 流 ,Fr >>1 时 ,惯性 力 起 重要 作用 , 称 为 超 临 界 流 , Fy = 1 时 为 临界 流 , 此 时 的 
深度 称 为 临界 深度 ,浅水 重力 波 的 传播 速度 为 / 醋 . 因 之 ,在 亚 临 界 区 , 波 速 大 
于 流速 , 渠 中 障碍 物 所 产生 的 扰动 会 传播 至 上 游 使 水 位 升 高 ,在 超 临 界 区 障碍 物 
所 产生 的 扰动 ,无 法 传播 至 上 游 以 提高 水 位 ,于 是 ,在 障碍 物 附近 形成 水 面 突然 
唉 起 , 称 为 水 获 现 象 ,水 路 区 为 一 斜面 , 它 由 两 部 分 组 成 ,上 表面 为 水 流 翻 泡 渗 空 
气 的 旋涡 区 ,而 下 部 分 则 为 急剧 扩展 的 主流 ,两 者 之 间 有 大 量 的 动量 和 质量 交 
换 ,交界 面 上 流速 梯度 很 大 , 沸 动 渗 混 剧烈 ,水 唉 现象 实际 上 是 将 超 临 界 流动 的 
动能 转变 为 亚 临界 流动 的 势能 和 热能 ,这 一 现象 首先 于 1819 年 被 G. 比 唐 发 
现 ,1838 年 J.S. 比 朗 格 获得 计算 水 面 升 高 的 表达 式 . 

例 4.26 一 定常 明 典 流动 在 某 处 出 现 水 路 现象 ,路 前 与 路 后 的 速度 与 水 深 
分 别 为 wu ,yi 与 wy 如 图 4.29 所 示 , 实 验 表 明 水 了 路 区 的 范围 相当 短 , 约 为 y， 
的 6 倍 ,在 这 样 短 的 范围 内 与 水 的 压强 相 比 底面 的 摩擦 力 可 以 忽略 不 计 , 同 时 候 
定 (1) 流 动 为 一 维 均匀 流 即 各 截面 上 的 流动 参数 是 均匀 分 布 的 ,(2) 忽 略 流体 的 
体力 ,(3) 压 强 按 静 压 分 布 规律 , 即 

p= p+ pg(y, ~ y), 


图 4.29 水 跃 现象 


其 中 p, 为 大 气压 ,y 为 水 面 高 ,如 果 vi 与 yi 已 知 , 求 y, 与 能 量 损失 h,. 
为 了 方便 , 取 垂直 于 纸 面 的 渠道 宽 为 1， 所 取 控 制 体积 如 图 4.29 所 示 . 应 用 
动量 定理 于 截面 1 与 2 有 
piAi1 ~ pA; = Q,(v, — vi). 
利用 静 压 规律 和 连续 性 条 件 ,上 式 可 改写 为 


1 2 
#es[ly -81 ol2 -yy, | ， 
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经 整理 后 ,可 变 为 


2 i 
闫 ) + ( 兰 )-2F4=0， (4.8.11) 
31 yi 


其 中 Fy? = v?/gy, 脚 标 1 代表 路 前 的 w 与 y1. 解 上 式 可 得 
22 -1+V1+8Fr’ 
1 2 . 
这 里 因 ys/y: 应 为 正 , 故 取 正 号 . 若 Fri 及 yi 已 知 即 可 由 此 式 求 出 y,. 实验 证 
明 这 一 公式 的 误差 在 1% 以 内 . 从 上 式 可 以 看 出 , 当 Fr1 >1 时 ,y,>yi,Fri=1 
时 ,y, = Yi; 而 当 Fr1<<1 时 , 初 看 似乎 为 y,<1, 但 这 实际 上 是 不 可 能 的 ,因为 这 
意味 着 增加 了 机 械 能 ,从 而 违反 了 热力 学 第 二 定律 ,下 面 的 分 析 可 以 清楚 地 说 明 
这 点 . 
其 次 ,应 用 能 量 定理 来 估计 水 路 的 能 量 损失 hi, 由 于 液 面 上 方 均 为 大 气压 
ps, 故 沿 液 面 有 


(4.8.11a) 


2 
v v 
5 
2 2 
Up 
或 ND Dp y2 
利用 连续 方程 
二 
2 3 » 
py 
于 是 Bi- ) |+[1- 宕 | . 
y: 2 32 31 


将 (4.8.11) 式 代入 ,消去 Fr? ,并 乘 以 和 除 以 站 以 后 有 


Jy2 1 
1 -| (4.8.12) 
Er yz .8. 
另 一 面 ,截面 1 处 的 比 能 量 ( 即 每 单位 重量 流体 的 能 量 ) 
2 
CE 


2g 


E + y= 半 [Fr? +2] 


或 
Ei Fri+2 
_ J1 2 
(4.8.12) 与 (4.8.13) 式 相 除 后 有 


(4.8.13) 
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2 
实 -1| 
二 | 


人 “和 [E42] 
1 
再 将 (4.8.11a) 式 代入 经 整理 后 得 
ht_ _ [V1l+8Fri-3] 


PE， g8[VI+8Fri -1][Fr?+2] 
这 式 代 表 每 单位 重量 流体 的 能 量 损失 与 其 所 含 能 量 之 比 , 它 是 Fri 的 函数 , 当 
Fr;<1 时 ,此 式 将 给 出 hi 为 虚数 ,这 是 与 实际 情况 不 符 的 , 故 Fr, 必须 大 于 1 
才 会 发 生 水 旺 . 

例 4.27 图 4.30(a) 与 (b) 为 一 洒水 器 的 斜视 与 俯视 图 , 它 的 喷嘴 与 切线 成 
0 角 ,运转 时 从 水 平面 向 上 向 外 喷 水 , 转 臂 半径 为 R, 横 截面 积 为 4 ,体积 流量 
为 Qv, 轴 承 与 密封 引起 的 阻抗 转 矩 为 常数 Tu ,空转 臂 的 旋转 惯性 矩 为 1,, 旋 转 
角速度 为 2, 当 启动 酒水 器 时 ,0Q 是 随时 间 变 化 的 ,t=0 时 ,0 为 零 , 试 求 Q 随 
时 间 的 变化 关系 . 

取 柱 形 控 制 体积 使 包围 整个 旋转 臂 部 分 ,进口 流体 沿 轴 向 进入 转 臂 , 且 转 辟 
及 其 内 部 流体 的 重量 均 平 行 于 转轴 , 故 不 产生 动量 矩 ,应 用 动量 矩 定理 (4.6.4)， 


(b) 


4.30 ”酒水 器 


3 
三 To = 到 | xX vpdr+ 《rz ve — riva) Qu, 


其 中 左边 取 负 号 系 因 T 为 阻抗 转 矩 . 应 当 注 意 右 边 的 体积 分 需 包括 两 个 部 分 ， 
即 下 式 中 的 右边 第 一 与 第 二 项 ， 
- To= 转 臂 的 动量 矩 时 间 变 化 率 + 转 臂 内 流体 的 动量 矩 时 间 变化 率 
+ 从 控制 体积 流出 的 净 的 射流 的 动量 矩 ， (4.8.14) 
其 中 右边 第 一 项 为 


dQ 


lr 
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右边 第 二 项 为 


R 
2 是 | Aordrp(Qr) = 2o4, 马 2 


由 于 转 壁 以 0Q 角速度 旋转 , vp = uacos 6 一 QR, 其 中 vs = Qv/24u ,于 是 右边 
第 三 项 为 

PpQv RLvacos 0— QR]. 
将 这 些 结果 代入 (4.8.14) 式 ,并 经 整理 后 有 


4 把 +BD- C=0; (4.8.15) 


其 中 A=1.+ 委 pAoR’, 
B= 0QvR’, 
C= pQv Rv cos 大 To 


均 为 已 知 数 ,这 样 (4.8.15) 式 为 一 阶 常 微分 方程 . 利用 初始 条 件 上 =0,2=0 
后 , 它 的 解 为 


Q=§[e- 入 -1]. 


其 次 , 求 何 时 0 始 成 为 常数 . 


dQ =- BC。- 凤 - 
和 45 人 


即 从 理论 上 说 上 co 时 0 始 成 为 常数 . 

例 4.28 从 地 面 垂直 发 射 一 初始 质量 为 Mo 的 
火箭 ,开始 燃烧 后 ,每 单位 时 间 燃 料 消耗 量 为 mi, 喷 
入 大 气 的 喷气 相对 于 火箭 的 速度 为 v ,如 果 和 忽略 空气 
阻力 , 试 求 :(a) 火 箭 的 初始 加 速度 ,(b) 上 时 间 后 火箭 
的 速度 . 

取 一 随 火 箭 运 动 的 坐标 系 zyz 和 控制 体积 , 另 取 
一 固定 坐标 系 XYZ ,如 图 4.31 所 示 . 

(a) 由 于 火箭 是 以 加 速度 向 上 运动 的 ， 除了 受 重 
力 影响 外 ,还 受 惯性 力 的 影响 ， 它们 的 方向 均 向 下 ， 其 
大 小 分 别 为 图 4.31 火箭 发 身 

F,=—-Mg=-(Mo- mi)g, 
Fi= 一 axzM = — axyz (Mo 一 mit)， 
其 中 M 为 火箭 的 瞬时 质量 , 它 是 时 间 的 函数 ,根据 连续 性 方程 有 M = Mo - 
思 it。，axz 为 火箭 相对 于 固定 坐标 XYZ 的 垂直 加 速度 ,于 是 在 运动 坐标 系 zyz 


[Se 本 
rm 


二 
Ce 
而 


(4.8.16) 


应 用 动量 定理 有 
Fo+ 忆 = 是 | waapdr + | pvmz dA (4.8.17) 


其 中 右边 第 一 项 为 控制 体积 内 每 单位 时 间 动 量 在 y 方向 相对 于 控制 体积 的 变 
化 ,考虑 到 未 燃 燃 料 与 火箭 结构 相对 于 火箭 并 无 动量 变化 ,而 正在 燃烧 的 燃料 所 
引起 的 动量 变化 也 极 小 , 因 之 ,可 近似 地 认为 


BE | waapdr =0. (4.8.18) 
右边 第 二 项 为 通过 控制 体积 表面 的 净 动 量变 化 
| ovr: 让 (4.8.19) 


将 (4.8.16),(4.8.18) 和 (4.8:19) 式 代 人 (4.8.17) 式 有 
二 (g + axyz ) (Mo — mst) Se Vemi 
四 Vem: 加 
We 区 ， 
(b) 根据 定义 axyz = one ,其 中 wz 为 火箭 相对 于 固定 坐标 系 的 速度 ,于 
是 有 


或 


dvxyz _ VemMm: > 
dt Mo—-mit 
积分 ， 
QU t vem t 
Uxyz = | “donz = | dz S| gdt 
0 oMy— me 0 


= vln| 2 上 . i 
E Mo-mit Br 


小 结 


本 章 的 主要 内 容 包括 两 部 分 ,一 部 分 是 将 无 粘性 流体 的 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 方程 
在 流体 正 压 和 体力 有 势 的 情况 下 作 进 一 步 简化 ;并 对 定常 与 无 旋 流 动 可 以 分 别 直 
接 积分 为 著名 的 伯 努 利 与 拉 格 朗 日 积分 . 另 一 部 分 是 将 积分 形式 的 连续 、 动 量 、 
动量 矩 和 能 量 方程 直接 应 用 于 流体 中 的 有 限 控制 体积 ,在 定常 均匀 流动 的 假定 条 
件 下 ,可 获得 流动 参数 的 简单 近似 表达 式 , 为 了 说 明 这 些 积分 关系 式 的 应 用 ,本 章 
还 列举 了 28 个 在 航空 水 利 、 机 械 、 计 量 等 工程 和 日 常生 活 中 的 应 用 例子 . 
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(五 ) 托 里 拆 里 原理 

在 自然 界 、 工 程 技术 和 日 常生 活 中 ,存在 着 许多 与 容器 排水 有 关 的 问题 , 例 
如 大 尺度 的 有 水 库 排 洪湖 泊 引 灌 , 小 尺度 的 有 滴漏 计时 , 储 镶 给 水 等 ,所 以 这 类 
问题 一 直 是 力学 家 与 工程 师 的 研究 对 象 . 

在 G. 伽利略 (1564 一 1642) 成 功 地 解决 了 自由 落体 与 抛射 体 问题 之 后 ,E， 
托 里 拆 里 (1608 - 1647) 也 用 实验 方法 来 研究 容器 出 流 时 的 射流 形状 .速度 和 流 
量 问题 ,获得 了 具有 里 程 碑 性 质 的 结果 ,他 实际 上 是 第 一 个 研究 流体 动力 学 问题 
的 人 . 

托 里 拆 里 用 一 盛 满 水 的 容器 ,在 其 底部 附近 的 侧 壁 上 开 一 小 孔 , 插 入 各 
种 外 形 的 短 管 ,如 直 管 与 90" 弯 管 等 . 进行 实验 时 ,他 首先 发 现 插入 短 管 后 身 
流 流动 “增强 ”了 . 通过 仔细 观察 与 测量 ,他 又 发 现 对 一 给 定 直 短 管 , 从 射流 
与 底面 的 接触 点 至 小 孔 在 底面 上 的 投影 点 之 间 的 距离 工 与 小 孔 中 心 至 容器 
内 自由 面 之 间 的 距离 玉 ( 即 水 柱 高 ) 成 正比 . 同时 还 证 明 射流 的 形状 为 一 抛 
物 线 . 

为 了 研究 射流 的 排放 速度 和 它 所 能 达到 的 最 大 高 度 , 托 里 拆 里 将 直 短 管 
换 为 90" 弯 管 ,并 使 出 口 向 上 ,通过 实验 他 发 现 射 流 所 能 达到 的 最 大 高 度 略 低 
于 水 柱 高 度 矿 , 经 过 分 析 , 他 把 这 一 微 下 差异 归 因 于 (1) 小 孔 与 短 管 的 摩擦 阻 
力 和 (2) 周 围 空气 对 射流 的 阻力 ,于 是 他 认为 如 果 不 考虑 这 些 阻 力 的 影响 , 射 
流 应 达到 容器 内 自由 面 的 高 度 五 . 他 还 进一步 发 现 射流 的 速度 v 与 一 物体 从 
自由 面 自由 下 落 至 小 孔 时 (距离 为 及 ) 所 达到 的 速度 vi 成 正比 , 即 wv 一 vi, 根 
据 落 体 定律 w 一 上 和 距离 及 ~z? ,其 中 : 为 时 间 ,于 是 有 五 一 地 或 ww 一 V 百 ， 
随即 有 ww 一 V 互 , 亦 即 射流 速度 w 与 水 柱 高 度 如 的 平方 根 成 正比 . 约 100 年 
后 ,J. 伯 努 利 (1667 一 1748) 与 D. 伯 努 利 (1700 一 1782) 才 精确 地 确定 这 一 比 
例 常数 为 /28,g 为 重力 加 速度 . 于 是 最 后 有 ww = V28 百 . 这 就 是 所 谓 的 托 里 
拆 里 原理 . 

对 于 小 孔 开 在 容器 底面 的 出 流 问题 ,通过 观察 与 测量 , 托 里 拆 里 发 现 容器 
排 空 所 和 需 的 时 间 与 初始 自由 面 高 度 电 的 平方 根 成 正比 . 同时 如 果 把 排 空 时 
间 等 分 为 个 单位 时 间 , 并 令 第 n( 即 最 后 一 ) 个 单位 时 间 的 流量 为 1, 则 第 
n 一 1,n 一 2,n 一 3,… 个 单位 时 间 的 流量 分 别 为 3,5,7,… 等 , 即 按 奇 数 顺序 
增加 . 
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{六 ) 伯 努 利 定理 
| 刚体 运动 中 的 势能 守恒 原理 早 在 16 世纪 即 已 牢固 确立 . 1690 年 C. 惠 更 
斯 (1629 一 1695) 在 研究 二 相同 弹性 体 的 碰撞 时 发 现 碰撞 前 后 运动 能 mv? 不 变 ， 
即 遵 循 运动 能 守恒 原理 ,这 一 发 现 受 到 当时 著名 科学 家 G.W.F. 菜 布 尼 北 
《1646 一 1716) 和 了 丁 . 伯 努 利 (1667 一 1748) 的 支持 ,同时 ,他 们 也 正 从 事 势能 与 运 
动能 之 间 是 否 存在 互 换 性 的 探索 , 正 是 在 这 种 情况 下 ,D. 伯 努 利 (1700 一 1782) 
将 固体 运动 中 的 这 些 守恒 原理 未 加 证 明 地 ,大 胆 地 应 用 到 流体 运动 中 来 ,并 且 认 
为 这 两 种 形式 的 能 量 是 可 以 互 换 的 . 他 的 做 法 是 用 这 些 原理 分 析 容 器 孔 口 出 流 
问题 ,然后 用 大 量 实验 来 检验 这 些 分 析 结 果 是 否 正确 . 所 以 这 实际 上 是 先 提出 
一 些 假 说 ,再 用 实验 来 证 明 这 些 假说 是 否 正确 . 


图 4.32 伯 努 利 的 容器 排水 图 


1738 年 D, 伯 努 利 为 了 研究 排水 容器 系统 中 管道 所 受 的 压力 (当时 尚 无 压 
强 这 一 概念 ), 他 考虑 一 横 截 面积 很 大 的 容器 ACGEB ,如 图 4.32 所 示 , 假 定 任 
何 时 候 均 使 容器 保持 盛 满 流体 ,并 在 它 的 底部 附近 安插 一 段 水 平 圆 管 ED , 管 的 
末端 有 一 盖 , 盖 的 中 心 有 一 小 孔 O ,流体 通过 此 小 孔 以 常 速 流出 . 令 自 由 面 至 小 
孔 中 心 的 高 度 为 互 , 圆 管 与 小 孔 的 横 截 面积 分 别 为 A, 与 4, ,它们 的 比值 为 n= 


党 ,假定 n>1, 当 流动 变 为 定常 以 后 ,根据 下 . 托 里 拆 里 (1608 一 1647) 原 理 射 


流 的 速度 为 一 常数 , 且 与 V 互 成 正比 ,假定 运动 是 一 维 的 , 即 在 运动 的 垂直 方向 
将 流体 分 为 薄 层 ,同一 层 中 的 流体 质点 以 相同 的 速度 运动 . 根据 体积 流量 守恒 
原理 ,任何 地 方 的 流体 速度 与 横 截 面积 成 反比 当 没有 盖子 时 , 管 中 的 速度 与 


VV 百 成 正比 . 加 上 盖子 以 后 , 管 中 的 速度 变 为 与 和 愉 成 正比 ,而 / 互 > 及, 放 盖 


子 FD 是 个 障碍 物 .现在 来 考虑 它 的 逆 过 程 , 即 先 加 上 盖子 ,然后 突然 将 盖子 去 
掉 ,管内 的 流体 速度 将 从 半 旦 变 为 /了 , 即 有 一 加 速 过 程 ,此 过 程 中 所 产生 的 超 


n 
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压 , 即 为 作用 于 管 壁 上 的 压力 , 它 是 与 加 速度 成 正比 的 ,为 了 求 得 此 加 速度 必须 
借助 于 考虑 容器 ABECDC 部 分 的 流动 ,以 求 得 管道 中 一 小 流体 元 abcd 的 加 
速度 . 

令 管 道 Ec 段 与 ac 段 的 长 度 分 别 为 1 与 dz ,Ed 段 内 的 变速 度 为 v, 试 设想 
abed 这 部 分 流体 由 管 中 排 走时 ,容器 中 将 有 同体 积 的 流体 经 过 EG 进入 管 中 填 
补 ,这 部 分 流体 的 体积 为 A,dz, 由 于 容器 的 横 截 面积 很 大 , 当 盖子 未 去 掉 时 ， 
EG 处 的 流体 速度 几乎 为 零 , 当 盖子 突然 去 掉 时 速度 变 为 v, 故 其 运动 能 为 
A,ozdz. 当 流体 元 abcd 排 走 时 , 管 中 Eb 部 分 流体 的 速度 也 有 改变 ,其 相应 的 
运动 能 增值 为 df A,zz1] 即 2As1vdv. 而 容器 内 势能 的 减少 值 为 HA,dzx ,根据 
容器 内 势能 的 减少 值 等 于 管道 内 运动 能 的 增加 值 的 假说 有 


Apv “dz+2A， lvdv = HA,dzx 


vdv_ Hw 
或 dr 27 


在 整个 运动 过 程 中 . 在 时 间 竺 内 所 产生 的 速度 增加 dv 是 与 压力 成 正比 的 . 即 


作用 在 ad 上 的 压力 是 与 加 速度 b 蝶 成 正比 的 , 亦 即 与 如 成 正比 . 考虑 网 


21 
Y 且 ,或 。 :一 臣 代 入 上 式 右边 用 


2in r 
即 此 时 管 壁 上 的 压力 ~ 蕊 - 汪 日 =| 玄 一 如 | 理 , 如 果 小 孔 的 模 截 面积 非常 小 ， 


n 与 1 相 比 相当 大 ,n? 与 1 相 比 更 是 非常 大 , 则 上 式 右边 方 括号 中 的 第 二 项 可 
以 忽略 不 计 , 同 时 ,已 知 小 孔 横 截面 积 为 零 时 , 管 壁 上 的 压力 为 静 压力 互 . 如 


果 上 式 右边 方 括号 中 的 第 一 项 其, 近似 地 取 为 静 压 力 瑟 , 即 方 取 为 1, 则 上 式 


， 变 为 


管束 上 的 压力 近似 地 一 世子 工 上， (A) 
它 不 再 与 长 度 ! 有 关 . 这 就 是 D. 伯 努 利 所 得 到 的 管 壁 压力 公式 ,为 了 证 明 这 一 
结论 的 正确 性 他 进行 了 很 多 实验 ,包括 在 容器 上 安装 垂直 的 、 水 平 的 和 各 种 不 同 
倾斜 角 的 管道 ,在 管道 开 孔 测量 它们 的 沿 程 压力 和 速度 ,结果 表明 计算 与 实验 结 
果 基 本 上 是 相符 的 .通过 这 一 工作 使 伯 努 利 认 到 (1) 压 力 与 速度 之 间 存 在 依赖 
关系 , 即 压力 增加 速度 会 减 小 ,反之 亦 反 ,和 (2) 流 体 在 运动 过 程 中 也 存在 能 量 损 
失 , 同时 伯 努 利 也 成 为 第 一 个 研究 压力 与 速度 依赖 关系 的 人 . 
很 显然 ,D. 伯 努 利 所 得 到 的 表达 式 (A) 与 现在 的 伯 努 利 方程 
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芝 
天 + 芒 +y=C(9) (B) 
是 不 相同 的 ,我 们 不 妨 来 对 表达 式 (A) 作 些 探讨 ,如 果 在 (A) 式 中 取 压 力 为 表 压 
强 p ,比例 常数 为 pg ,其 中 o 为 密度 ,g 为 重力 加 速度 ,这 样 ,(A) 式 两 边 的 量 纲 
是 完全 相同 的 ,于 是 (A) 式 变 为 


五 
p=pg| 了 -部 或 万 =H- 豆 . 


n | og 
2 
由 于 x? = 怠 和 胡 二 2gH, 将 这 些 结果 代 和 人 上 式 后 有 


pg 2g (A 


应 当 注意 :D. 伯 努 利 所 得 到 的 表达 式 (A) ,或 方程 (A ) 仅 适用 于 管道 内 ,而 
伯 努 利 方程 (B) 则 适用 于 沿 流 线 的 任何 一 点 . 如 果 我 们 从 自由 面 往 下 沿 管道 中 
心 线 取 一 流 线 ,在 此 流 线 上 取 两 点 ,一 点 在 自由 面 上 , 另 一 点 在 管道 中 心 线 上 . 
对 此 二 点 应 用 伯 努 利 方程 (B) ,由 于 在 自由 面 上 表 压 强 为 零 , 速 度 亦 可 近似 取 为 
零 ,于 是 有 

2 
H= + 其. (Bi) 

此 式 与 (Al ) 式 无 论 在 形式 上 或 涵义 上 均 相 同 ,这 表明 D. 伯 努 利 最 初 所 获得 的 
表达 式 (A) 或 方程 (A ) 是 现 有 伯 努 利 方程 (B) 的 一 个 特殊 情况 . 

(七 ) 空 化 现象 

在 自然 的 水 体 (如 海洋 、 江 河 \ 湖 泊 等 ) 中 往往 含有 未 溶 于 水 的 微小 气泡 , 通 
常 称 之 为 空 化 核 或 气 核 ,其 直径 大 约 在 10-5 一 10-3cm 之 间 , 当 水 流 经 一 速度 较 
高 ,绝对 静 压 等 于 或 低 于 水 的 爸 和 蒸汽 压强 的 局 部 区 域 时 ,由 于 水 的 迅速 蒸发 和 
气体 的 少量 析出 ,立即 形成 一 些 充满 蒸汽 或 气体 的 空 泡 . 如 果 水 流 继续 流动 , 压 
强 将 重新 回升 ,蒸汽 也 会 出 现 凝结 现象 ,使 空 泡 破裂 并 伴 以 剧烈 的 响声 ,这 就 是 


所 谓 的 空 化 现象 , 它 往 往 发 生 在 液 - 固 的 交界 面 处 . 


1873 年 O. 雷诺 就 曾 预 言 , 船 桨 与 水 之 间 的 相对 高 速 运动 会 产生 影响 船 桨 
性 能 的 真空 腔 ,1894 年 S.J. 桑 尼克 罗 夫 特 与 S.W. 巴 纳 比 首先 在 鱼雷 驱逐 舰 
的 螺旋 桨 背面 观察 到 使 螺旋 效率 急剧 下 降 的 空 化 现象 ,两 年 后 ,C.A. 帕 森 斯 奸 
造 了 第 一 座 供水 流 实验 用 的 水 洞 ,1916 年 他 在 实验 室 的 模型 螺旋 桨 上 观察 到 同 
样 的 现象 ,并 对 它 的 剥蚀 机 理 做 了 初步 研究 , 除 水 以 外 ,其 它 液体 在 类 似 情况 下 
也 会 出 现 空 化 现象 . 

研究 空 化 机 理 亦 即 研究 空 泡 的 形成 ,发 展 与 破裂 过 程 具有 十 分 重要 的 工 
程 实用 价值 ,因为 水 上 交通 工具 的 船用 螺旋 桨 , 舵 , 水 翼 ; 水 力 机 械 的 水 泵 ,水 
轮机 ;水 工 建 筑 与 结构 的 高 速 涵洞 ,闸门 槽 ; 动力 系统 的 液体 火箭 泵 ,柴油 机 和 
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各 种 水 下 兵器 中 均 会 遇 到 空 化 问题 , 它 不 仅 限制 了 运转 速度 ,降低 了 效率 ,而 
是 还 产生 了 振动 .噪声 和 材料 剥蚀 , 极 大 地 缩短 了 设备 的 使 用 寿命 ,但 它 也 不 
是 完全 有 害 的 ,在 化 工 . 医 药 \ 核 工程 中 它 也 能 做 一 些 有 益 的 事 ,如 工业 清洗 ， 
水 力 钻 孔 等 . 

描述 空 化 现象 的 无 量 纲 相似 性 参数 是 空 化 数 o, 它 是 由 D. 托 玛 引进 的 ,并 
定义 为 


其 中 p。 与 ve 为 来 流 的 压强 与 速度 ,po 为 液体 密度 ,p。 为 空 泡 中 的 压强 ,着 空 泡 
中 仅 有 液体 蒸汽 则 p。= p,, p, 为 液体 的 饱和 燕 汽 压强 ;车 空 泡 中 兼 有 液体 燕 汽 
和 其 它 气体 , 则 p。> p,. 一 般 说 来 , 空 化 数 越 小 , 越 易 出 现 空 化 现象 . 通过 改变 
来 流 的 速度 或 压强 即 可 改变 空 化 数 和 空 化 状态 . 


习 题 


4.1 一 水 平 开路 风 洞 从 四 周 吸入 空气 ,经 收缩 段 后 进入 横 截 面积 为 0.25m? 的 试验 段 ， 
一 压强 计 与 试验 段 相连 ,在 某 一 特定 工作 情况 读数 为 25mm 水 柱 真空 , 求 :(a) 试 验 段 的 风速 ; 
(b) 质 量 流量 . 空气 的 密度 o 为 1.2kgjm . 

4.2 在 文 丘 里 管 的 最 小 横 截面 处 有 一 与 其 相通 的 垂直 侧 管 , 侧 管 的 下 方 有 一 容器 ,内 盛 
密度 为 pw 的 液体 , 液 面 距 文 丘 里 管 中 心 线 的 高 度 为 ,截面 1 与 2 处 的 横 截 面积 分 别 为 Al 
与 A, ,假定 流体 为 无 粘性 和 不 可 压缩 的 ,忽略 重力 的 影响 ,当空 气 在 文 丘 里 管 中 作 定常 运动 
时 ,wv 为 何 值 时 方 能 将 液体 吸 和 人 管内 . 


4.2 题 图 


4.3 试 证 明 三 角 堰 的 理论 流量 为 
Qv = 入 VIBtan HY. 


实验 表明 实际 值 仅 约 为 此 值 的 42% . 


4.4 一 宽 顶 堰 如 4.4 题 图 所 示 . 如 果 忽略 来 流速 度 和 假定 2 处 > 
的 压强 按 静 压 分 布 , 试 证 明 当 堰 宽 为 上 时 理论 流量 为 yy 


Qv=Lyv 2g(H-y). 
并 证 明 y= 地 末 时 ,Qv 有 最 大 值 
2 、 4.3 题 图 


4.4 题 图 


4.5 另 有 一 种 测量 流量 的 仪器 称 为 流量 嘴 ,使 用 时 将 它 插入 管 道中 如 4.5 题 图 所 示 , 如 
果 A, 是 流量 嘴 的 出 口 面 积 , 试 证 对 不 可 压缩 流体 的 流量 为 


Qv= ee 4 
) 


其 中 Cs 为 流量 系数 , 它 考虑 摩擦 效应 并 由 实验 确定 . 


4.5 题 图 ， 
4.6 4.6 题 图 ( 见 下 页 ) 为 一 文 丘 里 管 与 一 一 压强 计 ， 试 导出 一 表达 式 表明 体积 流量 Qrv 


与 压强 计 读数 之 间 的 关系 为 


Qv=A, Erm) | 
上 一 〈(D2:/D， ) 


4.7 一 容器 底部 有 一 孔 形成 射流 ,如 果 忽 略 损失 与 表面 张力 效应 , 试 导 出 射流 半径 > 
随 y/H 的 变化 为 
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v1 @ 10mm v2 
一 一 mm 


4.7 题 图 | 4.8 题 图 


4.8 一 轧钢 厂 滚 轧 热 钢 , 经 过 滚 子 后 , 钢 的 密度 增加 10% ,同时 , 钢 的 宽度 增加 9% ,如 
果 钢 的 被 轧 前 速度 为 0.2m/s, 试 求 被 轧 后 速度 . 

4.9 一 护士 用 注射 器 从 一 病人 身上 抽 血 ,注射 器 的 玻璃 管 直径 与 针头 直径 之 比 为 10:1. 
活塞 以 wmm/s 的 速度 抽 血 ,并 允许 空气 以 体积 流量 Qv mm /s 通过 活塞 与 玻璃 管 之 间 的 间 
隙 运动 , 求 针头 中 血液 的 平均 流速 . 


Q， l0d 


活塞 


4.9 题 图 ， 
4.10 管 路 系统 中 有 一 突然 扩大 段 ,小 管 与 大 管 的 横 截 面积 分 别 为 Al 与 A, ,它们 的 速 
度 与 压强 分 别 为 wu ,pi 与 ,加 ,如果 流 体 是 无 粘性 和 不 可 压缩 的 , 试 证 突然 扩大 段 的 损 
失 为 
_1 [4 
nel- 估 | 


4.11 一 传送 带 的 运动 速度 为 v= 5m/s, 砂 石 以 2mj/min 的 流量 流 在 传送 带 上 , 砂 石 的 
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4.10 题 图 


重量 为 20kMN/m , 它 离开 漏斗 的 速度 为 Im/s, 并 有 一 平均 自由 高 度 h =2m, 和 忽略 各 滚 子 上 的 
摩擦 力 试 计算 :(a) 运 转 传送 带 所 需 的 力矩 了 ,(b) 砂 石 降落 时 作用 于 传送 带 上 的 总 垂直 力 ， 


4.11 题 图 
4.12 一 水 射流 从 一 圆 管 平行 射出 并 冲击 一 固定 垂直 平板 上 ,射流 的 理论 速度 分 布 为 


r 


v=vwn [1- 玄 ] . 
如 果 计 算 平 板 的 推力 时 ,假定 射流 的 速度 分 布 是 均匀 的 ,试问 这 会 带 来 多 大 的 误差 百分数 . 

4.13 一 直径 为 300mm 的 台 扇 ,空气 以 60m;/s 的 流量 流 过 它 , 如 果 需 要 将 台 扇 保持 在 
桌 上 不 动 ,并 假定 底座 与 桌面 之 间 的 摩擦 系数 为 0.1, 试 计算 台 扇 所 需 的 最 小 重量 ,假定 肩 前 
与 扇 后 的 气流 分 别 较 扇 的 圆 形 面积 大 与 小 10% ,po=1.2kgjmz 

4.14 一 空 重 为 Wr 的 容器 ,内 盛 体 积 为 
Qv 的 水 ,进出 口 管 完全 相同 ,其 直径 为 疡 , 体 
积 流量 均 为 Q, ,将 此 容器 放 在 台秤 上 ,如 图 所 
示 , 试 求 台秤 上 所 指示 的 重量 为 何 ? 

4.15 与 飞行 器 一 样 ,船舶 也 可 用 喷射 技 
术 使 其 前 进 ,水 由 船 头 进入 船 内 ,经 增加 能 量 后 
从 船尾 喷 出 ,假定 已 知 船 速 为 每 小 时 KK 公里 时 
所 需 的 力 为 下 公斤 ,排放 管 的 直径 为 4 ,如 果 忽 
路 推进 系统 的 损失 , 试 求 :(a) 体 积 流量 Qv ,(b) 
效率 ,(c) 所 需 功 率 . 

4.16 一 直径 为 lm 的 柱 形 通道 喷射 出 一 股 水 流 , 它 由 一 沿 轴 向 运动 的 锥 形 阀 门 控 制 ， 
其 半 项 锥 角 为 60". 如 图 所 示 ,阀门 上 游 柱 形 通道 处 的 压强 为 105kPa, 大气 压强 为 1Pa, 忽 略 


4.14 题 图 
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4.15 题 图 


4.16 题 图 4.17 题 图 


4.17 在 一 低速 水 槽 中 进行 实验 测量 以 确定 圆柱 的 阻力 ,在 圆柱 前 后 各 一 截面 上 测量 速 
度 分 布 ,它们 的 压强 均 相 等 且 均 匀 ,如 图 所 示 ,实验 的 条 件 与 结果 如 下 : 
v=50m/s, p=1.2kg/m’ 
D = 30mm, a=2.2D, 
u= osin( 型 ) ，0 委 > 和 <， 


UW=wv, y>a, 
试 求 每 单位 宽度 圆柱 的 阻力 . 
4.18 水 流 平稳 地 流 经 一 90" 收 缩 弯 管 ,如 图 所 示 在 和 人口 处 绝对 压强 为 221kPa. 横 截面 
积 为 0.01m ,在 出 口 处 截面 积 为 0.002$m? ,速度 为 16m/s, 压 强 为 大 气压 ,假定 弯 管 的 重量 不 
计 . 试 求 保持 此 弯 管 不 动 所 需 的 力 . 


4.18 题 图 
4.19 一 等 厚度 方形 平板 , 它 的 上 边 可 沿 水 平 轴 转动 , 它 的 边 长 上 =0.4m, 重 量 W= 
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100N, 一 直径 4=0.02m 的 水 射流 水 平地 冲击 在 此 平板 上 ,冲击 点 位 于 上 缘 下 方 0.2m 处 ,这 
- 样 , 当 平板 垂直 时 正好 冲击 在 平板 的 中 心 点 ,射流 速度 w = 15m/s, 试 求 :(a) 为 了 保持 平板 垂 


4.19 题 图 


直 , 下 缘 处 应 加 的 力 R, 为 何 ? (b) 如 果 容 许 平板 自 由 摆动 ,在 射流 作用 下 平板 会 偏离 垂直 线 
的 角 6 为 何 ? 在 两 种 情况 均 假定 射流 冲击 平板 后 仍 沿 平板 流动 . 

4.20 一 闸门 位 于 一 水 平底 面 的 河渠 上 ,在 闸门 的 下 游 立即 出 现 一 水 路 ,如 果 已 知 y, = 
0.0563m, vi =5.33m/s, 试 求 :(a) 水 跃 下 游 深 度 ,(b) 跨 水 路 的 水 头 损失 . 


4.21 题 图 4.22 题 图 
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4.21 一 列 无 穷 多 个 形状 相同 想 互 平行 的 翼 型 通常 称 为 器 机 ,它们 之 间 的 间距 1 也 是 相 

同 的 , 翼 栅 代表 一 组 导 流 片 的 平面 图 形 , 它 也 近似 地 代表 一 叶轮 圆 截面 的 平面 展开 图 形 ,一 均 

匀 来 流 vi 以 一 定 的 冲 角 绕 过 渗 棚 ,假定 流体 是 无 粘性 和 不 可 压缩 的 ,流动 是 定常 的 ,忽略 重 

力作 用 ,上 游 与 下 游 的 速度 和 压强 分 别 用 脚 标 1 与 2 去 表示 , 试 求 作用 于 每 一 个 翼 型 上 的 力 . 

4.22 ”一 路 管 从 一 180" 弧 形 缝隙 喷 出 一 薄 层 水 ,水 速 为 18m/s, 射 流 厚 度 为 0.03m, 出 口 

的 径 向 距离 为 0.3m( 从 供应 管 的 中 心 轴 线 ) , 求 :(a) 射 流水 的 体积 流量 ,(b) 需 要 保持 此 喷 管 
不 动 所 需 力 的 y 分 量 . 

4.23 在 绕 溢 洪 堰 的 例 4.24 中 ,如 果 每 米 宽度 的 Qv = 15m’/s, Hi = 5m, 试 求 H, 与 

Fi 

4.24 一 速度 为 v; 的 水 射流 垂直 冲击 在 一 以 速度 ve 向 右 运动 的 平板 上 ,如 图 所 示 , 如 

果 射 流 的 密度 为 pj , 横 截面 积 为 A; ,忽略 射流 与 平板 的 重量 ,假定 射流 相对 于 运动 平板 的 流 

动 是 定常 的 , 且 射 流 到 达 平 板 后 均 分 为 上 下 两 股 半 射 流 , 试 求 使 平板 作 常 速 运动 时 所 需 的 力 ， 


4.24 题 图 


4.25 一 总 质量 为 800kg 的 火箭 正在 某 一 高 度 作 垂直 运动 ,该 处 的 压强 为 0.6 帕 ,重力 
加 速度 为 9.6m/s ,如 果 喷 管 排出 10kg/s 的 燃烧 物质 , 它 的 出 口 速度 和 压强 分 别 为 1500m/s 
与 0.85$Pa, 试 求 火箭 的 推力 和 加 速度 ,假定 喷 管 出 口 截面 积 为 0.25$m ,空气 阻力 为 1.5kN. 


C 
|。 一 
es \ 
pe je 
\ 
1 x 
A。 | p Xx 
ve 
4.25 题 图 4.26 题 图 


4.26 在 外 层 空间 沿 一 直线 从 静止 状态 发 射 一 枚 火箭 ,该 处 的 大 气压 强 为 零 ,空气 阻力 
与 重力 影响 均 可 忽略 不 计 ,每 单位 时 间 火 箭 燃 烧 zf 千克 的 燃料 ,同时 火箭 的 初始 总 重量 为 
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Mo. 相对 于 火箭 射流 的 出 口 速度 v。 为 一 常数 ,出 口 压强 为 密度 分 别 为 p。 与 o。 ,火箭 相对 于 
固定 坐标 系 的 速度 为 vr , 试 求 此 速度 . 

4.27 一 草坪 酒水 器 在 进口 表 压 为 140kPa 条 件 下 运转 ,总 
的 水 流量 为 4 公升 /min. 每 一 射流 以 相对 于 转 臂 为 17m/s 的 速 
度 排水 ,酒水 器 射流 喷嘴 与 水 平面 成 30" 夹 角 , 如 图 所 示 , 酒 水 
器 绕 垂直 轴 旋 转 ,在 轴承 内 有 0.18Nm 的 转 矩 阻碍 它 旋转 , 试 计 
算 :(a) 使 酒水 器 保持 定常 转动 所 需 的 转 矩 ,(b) 定 常 转动 的 角 速 


30” 


度 ,(c) 近 似 的 喷洒 面积 . R = 200 mm 
4.28 一 水 涡轮 机 从 流水 中 吸取 7.7kW 的 功率 ,水 洞 尺 
寸 .外 界 条 件 和 流体 速度 ,如 图 所 示 . 试 求 水 流速 度 w 和 大 气 4.27 题 图 


作用 于 水 洞 上 的 水 平分 力 , 如 果 假 定 流体 是 无 粘性 和 不 可 压缩 的 ,运动 是 定常 的 ,并 忽略 重力 
影响 . 


D =609 mm 
思 =103.5 kPa 表 压 


4.28 题 图 


4.29 一 射流 沿 一 圆 管 轴线 流动 ,射流 的 横 截面 与 速度 分 为 A 与 2v, 圆 管 的 模 截 面积 
为 24 ,射流 所 产生 的 二 次 流动 的 速度 为 ,混合 后 流体 的 速度 成 为 均匀 的 ,忽略 壁 摩擦 力 , 试 
证 明 能 量 的 衰减 率 为 0.375pAv. 


流体 的 涡 族 运动 


流体 的 涡 旋 运动 是 工程 和 自然 界 中 普遍 存在 的 一 种 流动 现象 . 由 于 它 的 特殊 
运动 性 质 , 人 类 对 其 认识 在 早期 十 分 模糊 ,并 且 带 上 了 某 种 神秘 色彩 . 只 是 随 着 科 
学 技术 和 流体 力学 学 科 的 发 展 ,人 们 对 涡 旋 运 动 才 有 了 更 多 更 深入 的 正确 认识 ,并 
利用 涡 旋 运动 为 其 服务 . 本 章 简单 介绍 了 流体 涡 旋 运动 的 性 质 和 涡 量 输 运 方程 
(5.1) ,在 某 些 条 件 下 无 粘性 流体 中 涡 的 保持 性 质 (5.2) , 涡 旋 对 流 场所 产生 的 诱导 
速度 公式 (5.3) 以 及 产生 涡 旋 运动 的 某 些 因素 (5.4) ,以 便 对 涡 旋 运动 有 初步 的 认 
识 . 这 种 运动 的 另外 一 些 性 质 将 在 以 后 一 些 章节 中 陆续 加 以 介绍 和 讨论 . 


5.1 涡 施 运动 的 基本 概念 和 涡 量 输 运 方程 


流体 的 涡 旋 运动 是 一 种 基本 的 流动 现象 , 它 普遍 存在 于 自然 界 和 各 种 工程 
中 ,对 这 种 运动 的 探索 可 追 朔 至 人 类 文明 史 的 早期 ,但 至 今 尚 未 完全 认识 , 仍 在 
继续 探索 之 中 . 

早 在 1671 年 ,我 国 的 揭 玉 首先 对 涡 旋 进 行 了 专门 实验 ,得 到 完全 正确 的 定 
性 结论 . 在 欧洲 ,对 涡 旋 的 观察 也 早 就 开始 ,真正 的 研究 是 从 19 世纪 开始 的 . 
1815 年 A.L. 柯 西 引进 了 流体 质点 平均 旋转 的 概念 . 稍 后 ,P.E. 阿 佩 尔 实际 观 
察 到 了 这 种 瞬时 旋转 现象 . 1843 年 H.L.F. 交 姆 霍 兹 引进 了 涡 线 \ 涡 面 和 涡 管 ， 
对 涡 进 行 了 全 面 的 研究 ,他 是 无 粘性 涡 旋 理 论 的 创始 者 . 现在 ,对 涡 旋 运 动 的 研 
究 正 向 更 深 更 广 的 领域 发 展 . 

流体 的 涡 旋 现象 往往 与 凶暴 、 危险 和 神秘 等 概念 联系 在 一 起 ,实际 上 它 还 具 
有 巨大 的 潜在 能 量 . 今日 科学 的 发 展 使 得 很 少 有 人 依然 相信 超自然 力 或 者 神 的 
存在 ,然而 危险 及 未 知 仍 是 许多 涡流 现象 的 特点 . 台风 和 龙卷风 依然 破坏 亚洲 、 
澳洲 和 美洲 的 海岸 ,每 年 吞噬 着 成 千 上 万 人 的 生命 . 1952 年 3 月 21 日 ,龙卷风 
袭击 美国 阿肯色 州 的 得 克 斯 ,造成 208 人 死亡 ,2 500 人 受伤 ,2 500 幢 房 屋 遭 到 
破坏 . 1990 年 8 月 31 日 ,9015 号 台风 在 我 国 浙江 嫩江 县 登陆 ,最 大 风力 12 级 ， 


5.1 涡 旋 运动 的 基本 概念 和 涡 量 输 运 方程 ， 219 ， 


有 2 000 多 万 人 受灾 ,200 万 公顷 农田 被 淹 . 造成 浙江 省 40 多 年 来 最 严重 台风 
灾害 . 此 外 ,深海 的 涡流 仍 鲜 为 人 知 , 百 莫大 三 角 区 的 旋涡 更 使 人 神秘 莫 测 ; 太 
阴 系 起 源 和 银河 结构 是 尚未 解决 的 涡 结 构 ; 汕 流 中 不 同 尺度 结构 的 涡 还 困惑 着 
人 们 . 除了 上 面谈 及 的 自然 界 有 破坏 作用 的 涡 旋 , 涡 旋 的 产生 往往 还 伴随 机 械 
能 耗损 ,使 飞机 、 舰 船 \ 水 轮机 等 增加 流体 阻力 ,降低 机 械 效率 . 但 是 在 另 一 方 
面 , 涡 旋 在 许多 方面 却 有 利于 人 类 ,人 们 利用 涡 旋 来 为 自己 服务 . 现代 生物 力学 
证 实 了 主动 脉 窦 内 血液 形成 的 涡 旋 使 主动 脉 办 在 射 血 结束 时 关闭 ,保证 了 人 体 
血液 循环 的 正常 进行 . 航空 学 家 利用 三 角 轻 所 形成 的 涡 旋 增加 机 回 的 升力 . 在 
水 利 工程 如 水 坝 汇 水 口中 ,为 保护 坝 基 不 被 急 演 而 下 的 水 流 冲 坏 ,采用 消 能 设 
备 , 人 为 地 制造 涡 旋 以 消耗 水 流动 能 . 还 可 以 利用 旋涡 完成 加 快 掺 混 媒 质 任务 ， 
以 加 快 化 学 反应 速度 ,增强 轻 工 \ 冶 金 过 程 物料 的 混合 速度 ,大 大 提高 燃烧 效率 
和 热 交 换 效率 . 在 涡 旋 流动 中 利害 二 者 并 存 , 因 此 需要 今天 的 人 们 努力 研究 、 不 
断 探索 ,掌握 涡 旋 的 规律 ,为 人 类 社会 造福 . 

(一 ) 涡 施 运动 的 一 些 基本 概念 和 运动 学 特性 

首先 看 几 个 涡 旋 流动 现象 (图 5.1) ,以 便 对 涡 旋 有 个 初步 的 感性 认识 . 


图 5.1 自然 界 中 各 种 涡 旋 运 动 现象 


(a) 图 是 圆 简 中 水 随 圆 简 一 起 绕 轴 转 动 形成 的 涡流 ,此 时 水 的 运动 如 同 刚体 
一 样 转动 ,流体 质点 速度 和 高 轴 距 离 成 正比 .(b) 图 是 水 中 插 一 个 旋转 的 直 圆 柱 
而 形成 的 涡流 . 注意 ,自由 面 皇 现 抛 物 曲 面 形 状 . (c) 图 是 面 浆 中 插 一 个 旋转 直 
圆柱 形成 的 涡流 ,有 趣 的 是 面 浆 会 顺 着 圆柱 向 目 “ 候 ”".(d) 图 是 流体 以 一 定 流速 
绕 过 圆柱 时 ,圆柱 后 面 将 出 现 两 列 交替 排列 的 涡 , 称 为 卡门 涡 街 . (e) 图 是 柱状 
涡 ,旋风 就 是 这 一 类 涡流 ,通常 直径 10m, 而 高 达 1 000m.(f) 图 是 碟 状 涡 , 海 洋 
和 大 气 层 中 很 多 为 此 类 涡流 . 和 柱状 涡 相 反 , 其 直径 达 1 000km 而 高 度 约 
10km.(g) 图 是 人 体 主动 脉 赛 内 血液 在 主动 脉 鸭 开启 时 所 形成 的 涡流 , 正 是 这 
个 涡 的 作用 使 主动 脉 鸭 在 射 血 结束 时 关闭 . 涡 的 这 个 作用 早已 由 达 . 芬 奇 指 出 . 
(h) 图 是 银河 系 的 涡 状 结构 ,天 文 测量 证 实 了 这 样 的 结构 . 此 类 结构 的 星系 并 不 
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是 唯一 的 ,宇宙 中 成 千 成 万 地 存在 着 . 

还 可 以 举 许多 涡 旋 运动 实例 . 小 至 原子 结构 ,大 至 宇宙 星云 ;从 无 机 世界 到 
生物 体 的 生理 活动 ,大 千 世界 中 存在 形形色色 的 涡 旋 运动 现象 . 

为 了 能 对 涡 旋 运动 作 定 量 描述 ,有 必要 对 流体 涡 旋 运动 下 明确 严格 的 定义 ， 
即 根据 什么 称 流体 运动 是 有 旋 的 . 

日 常生 活 中 常 把 绕 某 一 中 心 旋转 的 流动 (不 一 定 圆 周 运动 ) 称 作 涡 旋 , 即 看 
流体 质点 运动 迹 线 来 判断 运动 是 否 有 旋 . 从 流体 力学 观点 看 ,这 样 的 判断 是 不 
对 的 . 图 $.2(a) 是 均匀 流 , 图 5.2(b) 是 简单 剪 切 流 . 这 两 种 流动 ,流体 质点 的 轨 
迹 都 是 直线 . 但 如 把 可 以 绕 中 心 各 自转 动 双 臂 的 微小 十 字 架 放 人 流 场 , 则 在 前 
者 ,十 字 架 始终 保持 原状 ,而 在 后 者 ,十 字 架 双 臂 发 生 相 对 转动 . 因而 前 者 流动 
是 无 旋 的 , 后 者 是 有 旋 的 . 再 看 下 两 个 图 ,图 5.2(c) 是 “自由 涡 ",v = 


(- 志 名, 祈 各 7) 而 图 5.2(d) 是 “ 受 迫 涡 "(有 关 这 两 种 涡 的 详细 分 析 后 面 
将 进行 ),v =( - cy，cz). 这 两 种 流动 ,流体 质点 的 轨迹 都 是 圆周 但 如 把 小 十 
字 架 放 人 ,在 前 者 ,十 字 架 保持 原状 ,而 在 后 者 ,十 字 架 将 转动 . 因而 “自由 涡 " 是 
无 旋 的 ,“ 受 迫 涡 "是 有 旋 的 .显然 ,以 流体 质点 的 运动 轨迹 来 判断 流动 是 否 是 沉 


旋 运 动 是 错误 的 . 


(a) (b) 


(d) 
(c) 


图 5.2 《a) 均匀 流 〈b) 简单 剪 切 流 ，(c) 自由 涡 《〈d) 受 迫 涡 


下 面 我 们 对 流体 的 涡 旋 运动 下 明确 严格 的 定义 ， 
定义 流体 速度 的 旋 度 rot v 为 流 场 的 涡 量 , 记 作 @w， 
=rot v. (5.1.1) 
在 流 场 某 一 区 域 中 如 wm 关 0, 称 在 这 区 域 中 流动 是 有 旋 的 ,也 称 为 涡 旋 运 动 , 否 
则 就 称 为 无 旋 的 . 
涡 量 w 是 空间 坐标 z、y、z 和 时 间 坐 标 上 的 连续 函数 ,和 速度 vo 一 样 , 涡 量 
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o 构成 了 矢量 场 , 称 为 涡 量 场 . 

1. 涡 线 \ 涡 面 和 涡 管 

涡 线 ”对 于 同一 时 刻 的 质点 线 , 如 它 上 面 任 一 点 切线 方向 与 该 点 流体 涡 量 
方向 一 致 ,这 条 曲线 就 称 为 涡 线 . 涡 线 方 程 表示 为 


w xdl=0, (5.1.2) 
式 中 di 是 涡 线 上 微 矢量 元 . 在 直角 坐标 中 , 涡 线 方 程 是 
ddy_dz (5.1.3) 


式 中 w,、w,、w: 是 涡 量 w 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 . 

在 涡 线 方程 中 ,时间 i 以 参数 形式 出 现 , 在 同一 时 刻 ,(5.1.3) 式 构成 了 涡 线 
族 . 要 注意 的 是 ,在 某 一 时 刻 构 成 涡 线 的 质点 线 , 在 其 它 时 刻 不 一 定 是 涡 线 . 

涡 面 在 涡 量 场 中 任 取 一 条 非 涡 线 的 曲线 ,过 该 曲线 的 每 一 点 作 同一 时 刻 
的 涡 线 ,构成 一 个 曲面 , 称 为 涡 面 . 

涡 管 ”如 果 在 涡 量 场 中 取 非 涡 线 的 封闭 曲线 , 则 在 同一 时 刻 过 该 曲线 的 每 
一 点 作 涡 线 ,就 形成 了 一 个 管状 的 曲面 , 称 为 涡 管 . 

很 显然 ,根据 定义 , 涡 面 和 涡 管 上 任 一 点 的 法 线 方向 n 和 该 点 的 涡 量 w 是 
垂直 的 


5.3 涡 线 . 涡 面 和 涡 管 


2. 涡 通 量 、 速 度 环 量 和 涡 管 强度 
涡 通 量 在 流 场 中 某 一 曲面 A ,其 面积 分 


1=Joaa (5.1.4) 


称 为 过 曲面 A 的 涡 通 量 . 

涡 管 强度 ”对 于 流 场 中 某 时 刻 的 涡 管 ， 到 涡 管 的 一 一 个 横 截 面 A, 称 过 曲面 
A 的 涡 通 量 为 该 瞬时 的 涡 管 强度 . 

下 面 将 证 明 涡 管 强度 与 横 截面 A 的 取 法 是 无 关 的 . 

速度 环 量 对流 场 中 某 时 刻 的 封闭 曲线 工 , 作 线 积分 


P= 中 db， (59.16 
2 
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厂 称 为 v 沿 该 封闭 曲线 的 速度 环 量 ,由 开尔文 在 1869 年 引进 . 速度 环 量 卫 与 流 
场 中 速度 方向 有 关 , 还 与 积分 时 绕 行 工 的 方向 有 关 , 通 常 按 逆 时 针 绕 行 的 方向 
为 正方 向 . 

设 工 是 一 条 封闭 曲线 ,以 该 曲线 为 周 界 的 任意 曲面 记 为 A, 由 积分 中 熟知 
的 斯 托 克 斯 定理 知 


a 2 dl = Je = le : (5.1.6) 


这 说 明了 沿 封闭 曲线 汪 的 速度 环 量 等 于 穿 过 以 该 曲线 为 周 界 的 任意 曲面 的 涡 
通 量 . 
(5.1.6) 式 的 微分 形式 是 


w= 对 (5.1.7) 


(5.1.6)、(5.1.7) 两 个 式 子 建立 起 了 涡 通 量 和 速度 环 量 之 间 的 联系 ,它们 都 
刻 划 了 流体 在 运动 过 程 中 的 涡 旋 特性 , 但 是 由 于 速度 环 量 是 线 积分 ,而 且 被 积 
函数 是 速度 本 身 ; 而 涡 通 量 是 面积 分 ,被 积 函 数 是 速度 的 偏 导数 ,无论 从 数学 计 
算 的 角度 、 或 者 从 测量 的 角度 ,使 用 速度 环 量 往往 要 方便 些 . 


图 5.4 涡 量 及 速度 环 量 图 5.5 涡 管 段 


3. 涡 管 强度 守恒 定理 

在 同一 时 刻 同 一 涡 管 的 各 个 截面 上 , 涡 通 量 都 是 相同 的 , 即 涡 管 强度 是 守恒 
的 ,与 截面 的 选取 无 关 . 

考虑 图 5.5 的 涡 管 段 ,两 个 端面 记 为 Al 和 A; ,侧面 记 为 A, ,这 三 个 面 的 
外 法 向 记 为 2i ,ma 和 n3. 本 

由 于 div @ = div rot v =0， 
即 涡 量 场 是 个 无 源 场 . 因此 对 于 过 这 个 涡 管 段 整个 表面 的 涡 通 量 有 

1= fh .a4= dvodr=0. 


AI+A2+A3 
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另 一 方面 又 注意 到 ,在 外 侧面 A; 上 ,@'ms =0, 所 以 


J =|。 "nidA +l|e " n.dA 
a 42 


于 是 有 由 。 是 二 二 “12dA. 


由 于 A 与 A 是 沿 涡 管 任意 选取 的 ， 因此 在 同一 时 刻 ， NN 
相同 ,与 截面 的 选取 无 关 . 

根据 涡 管 强度 守恒 定理 ,可 以 知道 ; 

(1) 对 于 同一 涡 管 ,截面 积 越 小 的 地 方 , 涡 量 越 大 ,流体 旋转 角速度 越 大 . 

(2) 涡 管 截面 不 可 能 收缩 到 零 . 因为 若 收 缩 到 零 , 则 涡 量 将 增 至 无 穷 大 ,这 
是 不 可 能 的 . 因此 , 涡 管 不 能 在 流体 之 中 产生 或 终止 ,只 能 在 流体 中 形成 环形 涡 
环 ,或 始 于 、 终 于 边界 ,或 伸展 至 无 穷 远 . 


如 1 一 oo 


Al 一 0 


A: 


图 5.6 涡 管 不 能 在 流体 内 部 产生 或 终止 
(二 ) 粘性 流体 涡 量 输 运 方程 
现在 研究 涡 量 的 随 体 变化 规律 
对 于 粘性 流体 运动 , 当 粘度 wx 是 常数 时 ,有 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 


P= Ve 5 (5.1.8) 


也 可 写成 兰 姆 的 形式 
各 + 时 Toxw= 本 -orvAawn + uy 9) 
对 此 式 的 两 边 取 旋 度 ,注意 VY .wo=0， 可 以 得 到 


弛 +(o)o-(o)v +@(Y:v) 


=VxF -Vx(Sve)+ 
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VYx(Av)+ 二 7x[yy(y'o)] (5.1.10) 
特别 当 ， 为 常数 时 成 为 
Pe -0. V)v +@(V'v)=Y XF,— Vx (Svp) tv x (Av)+ 
3 XV (V0)]. (5.1.11) 


这 就 是 v 为 党 数 时 粘性 可 压缩 流体 运动 的 涡 量 输 运 方程 . 整理 后 , 《5.1.11) 式 
成 为 


Re=(ovyo-oly.o)+V x PF,+ VoX Vp+ vv (5.1.12) 


从 (5.1.12) 式 可 以 看 到 ,影响 涡 量 随 体 变化 的 因素 有 :(1) 外 力 ; (2) 流 体 非 
正 压 性 ;(3) 粘 性 ,以 及 右 端 第 一 、 第 二 项 的 作用 . 对 于 右 端 第 一 、 第 二 项 ,下 面 稍 
加 以 分 析 . 

第 二 项 -w(V vw) 是 与 流体 散 度 有 关 的 项 . 流体 运动 过 程 中 ,流体 质点 的 
水 积 若 收缩 ,9 .wv <0, 则 涡 量 将 增加 ,反之 涡 量 将 减 小 . 我 们 已 在 理论 力学 中 
了 解 到 ,不 受 外 力矩 作用 的 物体 其 动量 矩 守 恒 , 当 转动 惯量 减少 时 ,必然 有 角 速 
变 增 加 ,这 样 也 就 不 难 理解 流体 质点 体积 收缩 时 , 涡 量 将 增加 

第 一 项 (wm"V )v 表示 了 速度 沿 涡 线 的 变化 . 由 于 速度 是 矢量 ,这 种 变化 可 
以 分 解 成 两 部 分 :一 部 分 平行 于 涡 线 , 另 一 部 分 垂直 于 涡 线 . 平行 于 涡 线 的 速度 
变化 ,使 得 涡 线 上 相 邻 两 点 产生 沿 涡 线 的 相对 位 移 ,或 分 开 ,或 靠拢 , 涡 线 就 将 
“ 伸 长 "或 "缩短 ”, 因 此 是 一 种 拉 伸 压 缩 效 应 . 垂直 于 涡 线 的 速度 变化 ,使 得 涡 线 
上 烛 邻 两 点 产生 垂直 于 涡 线 的 相对 位 移 , 涡 线 就 将 “扭曲 "起 来 . 这 样 原来 直线 
型 涡 线 将 变 为 曲线 型 涡 线 ,因此 是 一 种 扭曲 效应 . 

(三 ) 粘性 流体 运动 中 速度 环 量 的 变化 

前 面 关于 速度 环 量 厂 的 (5.1.6) 式 和 (5.1.7) 式 ,也 刻 划 了 流体 在 运动 过 得 
中 的 涡 旋 特性 ,而 且 有 时 使 用 速度 环 量 更 方便 些 . 同 涡 量 一 样 ,下 面 分 析 粘 性 流 
体 速度 丈量 的 随 体 变化 

常 值 粘度 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 是 (5.1.8) 式 


Dw 
De 


对 封闭 流体 质点 线 进行 线 两 分 有 


bP? ee fF, di vp cl+ 中 vv 有 


-Rh-2Yp+vAnw + 志 vV (9. v ). 


EASA 修订 (5.1.13) 
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从 图 5.7 可 以 看 到 ,zt 时 刻 的 流体 线 
微 元 61 ,在 t+ Azt 时 刻 成 为 31 + Pht, 
两 者 成 立 


(v+dy) At 


del 


Sl+(v +dvw)A:—-vArt=6l+ A t t+ At 
即 dv = d31 图 5.7 封闭 流体 线 的 运动 
dt 
于 是 
起 (» “d1) = 品 ?， i dl 
2 
= Edi+ dl 7 ’ 
因此 
DT_D D _ 人 Dw vw” 
Dr™ Diy,?' d= ,Di‘?' 4D) = 中 Dr :dl+ 中 (号 
= Dea (5.1.14) 


这 说 明了 封闭 流体 线 的 速度 环 量 对 于 时 间 的 变化 率 等 于 此 封闭 流体 线 的 加 速度 
环 量 . 
将 (5.1.14) 式 代 和 人 (5.1.13) 式 左 端 ,成 为 


站 = 中 下 .di -忠言 YP dl+ 中 nd + 中 地 "VCV， um ) ,dl 
(5.1.15) 
如 果 体力 是 有 势 的 , FF, = - YI, 则 右 册 第 一 项 将 消失 ;如 果 流 体 是 正 压 的 ,二 vb 


=VYP , 则 右 端 第 二 项 将 消失 ;如 果 流 体 是 无 粘 的 , 则 右 端 第 三 四 项 将 消失 . 因 
此 ,体力 流体 非 正 压 性 和 粘性 是 使 速度 环 量 随 体 运动 发 生变 化 的 三 个 因素 , 这 
也 正 是 涡 量 随 体 运动 的 发 生变 化 的 三 个 因素 . 


5.2 无 粘性 流体 的 涡 量 输 运 方程 及 洞 放 运 s 动 性 质 


一 种 重要 的 涡 输 运 现象 是 无 粘性 流体 的 涡 输 运 . 当 流体 无 粘性 时 ,y 二 0, 因 
此 (5.1.12) 式 简化 为 


~ (0+V) oto(v. v0) = VF + Vp. (5.2.1) 
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这 是 无 粘性 流体 中 涡 量 w 所 必须 满足 的 方程 . 
如 果 进 一 步 假定 体力 是 有 势 的 ,存在 体力 势 也, 使 得 
下 = 三 一 V 卫 ， (5.2.2) 
并 且 流 体 是 正 压 的 , 则 (5.2.1) 式 简化 为 
-(o'V)o +@m(Y :wv )=0. (5.2.3) 
通常 称 这 个 方程 为 亥 姆 霍 效 方程 . 
(一 ) 开尔文 定理 
无 粘性 流体 满足 欧 拉 方 程 


D.v_9v 


Dr = 到 +(z ‘V)v =P.-3Vp. 


如 果 流 体 是 正 压 的 
SVp=VP, 
体力 是 有 势 的 
下 = -YH, 
欧 拉 方 程 就 成 为 
Dvo_ _ 
Dr = VI-YP. 


把 它 代 人 (5.1.14) 式 ,就 得 到 
DT _ Dv 
Di 了 Dr 
eh +dP) = 0， 


由 此 得 到 了 开尔文 定理 : 
在 体力 有 势 流体 是 正 压 的 条 件 下 ,无 粘性 流体 沿 任 一 条 封闭 流体 线 的 速度 
环 量 不 随时 间 而 变化 ， 


:= -中 (YE + VP) .dl 


= 29 人 (5.2.4) 
这 条 定理 说 明 人 沿 着 任何 封闭 流体 线 的 速 
度 环 量 在 流动 过 程 中 保持 不 变 . 
(二 ) 拉 格 朗 日 涡 保持 性 定理 8 
考虑 体力 有 势 、 正 压 的 无 粘性 流体 ,假定 在 某 一 时 刻 如 ,在 所 研究 时 那 部 分 
流体 之 中 ,处 处 有 w = 0, 即 流动 是 无 旋 的 . 在 这 部 分 流体 中 , 任 取 一 封闭 曲线 
工 ,A 是 以 工 为 边界 的 流体 面 . 则 由 斯 托 克 斯 公式 知 沿 工 的 速度 环 量 是 


Pr= 中 vd=|o.naa=0 
A 
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这 说 明 在 所 讨论 的 那 部 分 流体 中 , 沿 任意 封闭 流体 线 的 速度 环 量 在 如 时 刻 
为 零 . 

由 开尔文 定理 可 知 ,在 以 前 任何 时 刻 tz, 和 以 后 任何 时 刻 2 ,该 部 分 流体 中 
任 一 封闭 流体 线 的 速度 环 量 最 终 为 零 . 

再 一 次 应 用 斯 托 克 斯 定理 ,对 完全 位 于 所 讨论 那 部 分 流体 中 的 任何 流体 曲 
面 A ,成 立 


由 


由 于 曲面 A 选取 的 任意 性 ,要 使 上 式 成 立 , 则 必须 处 处 成 立 w =0. 由 此 得 到 拉 
格 朗 日 定理 : 

在 体力 有 势 .流体 是 正 压 的 条 件 下 ,无 粘性 流体 若 在 某 一 时 刻 的 某 一 部 分 内 
无 旋涡 , 则 在 这 以 前 及 以 后 时 间 ,该 部 分 流体 内 也 无 旋涡 . 

拉 格 朗 日 定理 反映 了 在 一 定 条 件 下 , 流 场 中 的 旋涡 既 不 会 产生 也 不 会 消失 ， 
是 判断 流 场 是 否 有 旋 的 重要 定理 . 


Ai 加 A; ， 
LOGD Cat © 一 

L 
ti to 


图 5.8 涡 保 持 


例 5,1 对 于 体力 有 势 、 正 压 的 无 粘性 流体 ,判断 下 列 流动 的 流 场 是 否 
有 旋 : 

(1) 无 穷 远 均匀 来 流 绕 流 物体 的 流 场 ; 

(2) 物体 在 静止 流体 中 运动 所 造成 的 流 场 ; 

(3) 平静 水 面 受 外 来 干扰 (如 高 处 下 落 的 水 柱 ;水 面 上 受到 瞬时 压力 冲 量 作 
用 ; 风 吹 过 水 面 等 ) 而 引起 的 波动 . | 

解 ” 由 于 均匀 来 流 是 无 旋 的 ,静止 流体 流 场 也 是 无 旋 的 ,所 以 根据 开尔文 定 
理 可 判断 所 列 的 三 种 流 场 均 为 无 旋 的 . 

(三 ) 玄 姆 堆 兹 涡 面 及 涡 管 保持 性 定理 

考虑 体力 有 势 . 正 压 的 无 粘性 流体 ,在 某 一 时 刻 to 流 场 中 存在 由 流体 质点 
组 成 的 涡 面 Au ,可 以 证 明 在 这 以 前 或 以 后 任 一 时 刻 ,这 些 流 体质 点 亦 组 成 涡 面 . 

为 此 ,在 to 时 刻 涡 面 Ay 上 、 任 取 一 以 封闭 流体 线 Lo 为 周 界 的 流体 曲面 
Au ,由 涡 面 定义 以 及 斯 托 克 斯 公式 ,可 得 
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r= oa = oa =0. 
0 


在 以 前 及 以 后 任 一 时 刻 ,流体 质点 面 是 Ar 和 A2 ,组 成 Lo 的 质点 则 组 成 
Li 和 工 ;, 组 成 Ao 面 的 流体 质点 组 成 A 和 A: ,它们 落 在 A; 和 A2 上 ,并 以 
Li 和 工 , 为 周 界 . 

根据 开尔文 定理 ， 


由 斯 托 克 斯 公式 ， 
a dA = Ls dA = 由 dA = 0. 
由 于 所 取 涡 面 及 周 线 的 任意 性 ， 因此 在 Ar ,4A， 面 上 任 一 点 有 wn, 这 说 明 
41 ,A2 均 是 涡 面 . 
涡 管 是 涡 面 的 特殊 情况 ,上 述 结论 依然 成 立 . 这 样 就 有 交 姆 霍 兹 涡 面 、 涡 管 
保持 定理 : 


在 体力 有 势 .流体 是 正 压 的 条 件 下 ,无 粘 流体 在 某 一 时 刻 组 成 涡 面 、 涡 管 的 
流体 质点 ,在 这 以 前 或 以 后 时 间 仍 组 成 涡 面 和 涡 管 . 


-4S>- DB 


图 5.9 涡 面 随时 间 运 动 


涡 线 可 以 看 为 两 个 涡 面 的 交 线 , 那 末 由 这 条 定理 , 涡 线 也 保持 不 变 . 

这 样 我 们 看 到 ,在 流体 正 压 、 无 粘性 和 体力 有 势 这 三 个 条 件 下 , 涡 线 、 涡 面 和 
涡 管 具有 保持 性 . 它们 通常 统称 为 交 姆 霍 兹 第 一 定理 . 

(四 ) 辫 姆 霍 兹 涡 管 强度 保持 性 定理 

在 本 章 的 开始 部 分 说 明了 在 同一 时 刻 , 涡 管 强度 是 守恒 的 . 如 果 流 体 无 站 
性 \ 正 压 \ 且 体力 有 势 , 那 末 涡 管 强度 在 运动 过 程 中 仍 保持 不 变 . 这 是 因为 涡 管 
强度 等 于 截面 A 与 该 涡 管 表面 交 线 工 的 速度 环 量 卫 ， 


J=|o.aa=w'da=m 
A 


由 开尔文 定理 知 侍 =0, 又 由 交 姆 霍 兹 涡 管 保 持 性 定理 , 即 可 知道 涡 管 强度 在 运 
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动 过 程 中 也 保持 不 变 . 交 姆 霍 效 涡 管 强度 保持 性 定理 也 称 为 交 姆 替 兹 第 二 
定理 . 

例 5.2 对 无 粘性 密度 为 常 值 的 流体 ,在 体力 有 势 条 件 下 作 定 常 运动 , 试 
证 明 : 

(1) 若 作 平面 运动 , 则 沿 流 线 , 涡 量 w 保持 不 变 ; 


(2) 车 作 V, =0 的 轴 对 称 运 动 , 则 沿 流 线 , 旦 保持 不 变 . 


证 明 (1) 在 平面 运动 中 ,有 
Qu _ az 
dz 09z 

在 流动 平面 (xy 平面 ) 上 任 取 一 小 流 管 ,如 图 5.10(a) 所 示 , 并 在 此 流 管 中 

作 面 积 为 A, 的 微 元 涡 管 (注意 现在 的 涡 管 是 和 zy 平面 垂直 的 ). 由 于 定常 运 

动 , 迹 线 和 流 线 是 一 致 的 ,此 微 元 涡 管 随 流体 质点 一 起 沿 着 该 管 运动 . 根据 辫 姆 

霍 兹 涡 管 强度 保持 定理 ， 


=0, w=0, @ = wk. 


wiA!i= w,A,, 
式 中 wi 为 Ai 截面 上 涡 量 ,w, 是 另 一 时 刻 截 面 A, 上 涡 量 . 由 于 已 知 密度 为 常 
值 ,连续 性 方程 是 
pA1= ph,,， 
因此 有 Al= A,, 
从 而 知 沿 流 线 有 
wi 二 ws 三 常量 . 
而 平面 运动 中 @ = ok ,这 就 证 明了 沿 流 线 @ 保持 不 变 . 
(2) 对 于 w =0 的 轴 对 称 运动 ,有 
9v, _9V, 
a0 90 
涡 量 是 o=( 和 天 -了 jw=ow 
这 说 明 涡 的 方向 是 es 的 方向 , 即 与 子午 面 (rz 平面 ) 是 垂直 的 . 
在 子午 面 上 任 取 一 小 流 管 ,如 图 5. 10(b) 所 示 ,在 流 管 中 作 截面 积 为 A 的 
微 涡 管 (是 半径 为 ~; 的 环 状 管 ). 由 于 定常 运动 ,此 微 元 涡 管 随 流 体质 点 沿 流 管 
运动 ,在 另 一 时 刻 成 为 截面 为 A, 的 微 元 涡 管 . 根据 交 姆 霍 兹 涡 管 强度 保持 
定理 ， 


=0. 


wiA1= wiA,, 
式 中 w 是 A; 截面 上 涡 量 ,w, 是 A, 截面 上 涡 量 . 
根据 质量 守恒 定理 应 有 
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2rxriAip=2rr, A,p, 
即 Airi= A,r;, 
因此 沿 流 线 。 。 空 = 空 . 
rl rT2 


又 已 知 w 沿 es 方向 ,在 同一 子午 面 上 方向 不 变 ,因而 沿 流 线 ,外 保持 不 变 . 


(a) 


图 5.10 (a) 平面 流 中 小 流 管 (b) 轴 对 称 流 中 小 流 管 


/ 
5.3 涡 旋 在 无 粘性 不 可 压缩 流体 中 所 引起 的 速度 场 


流动 区 域 中 出 现 涡 旋 时 ,流动 状态 将 发 生变 化 . 确定 涡 旋 所 引起 的 速度 场 
常常 是 重要 的 . 例如 龙卷风 和 水 卷 等 ,可 以 用 直 涡 线 来 模拟 . 本 节 将 导出 它 的 
感 生 流 动 具 有 着 包围 涡 线 的 环形 流 线 , 感 生 速度 和 所 讨论 点 到 涡 线 的 距离 成 反 
比 . 因而 在 近 涡 线 处 流体 质点 高 速 运动 ,形成 了 强烈 的 低压 ,使 得 水 、 尘 土 其 至 
物体 被 卷 吸 入 内 飞 旋 . 这 种 涡 旋 作用 就 是 龙卷风 和 水 卷 等 自然 现象 的 根源 . 

(一 ) 涡 旋 场 感 生 的 速度 场 | 

设 在 流 场 有 限 区 域 r 内 给 定 涡 旋 场 ,流体 是 不 可 压缩 的 且 在 整个 流 场 中 无 
散 度 场 , 即 | 

在 t 内 :divv =0， ret v =@， 
在 t 外 :div wv =0， rot v =0， 
由 于 div v =0, 一 定 存 在 矢量 势 B ,使 得 v = rot B, 因 此 在 区 域 c 内 ， 
rotv=YXYxB=Y(Y:B)-YB=w. 
假定 Y .B=0( 下 面 将 说 明 这 个 假定 的 意义 ), 则 上 式 是 
VB= -ow. (5.3.2) 
(5.3.2) 式 是 矢量 型 的 泊 松 方程 ,有 和 解 


(5.3. 1) 


5.3 涡 旋 在 无 粘性 不 可 压缩 流体 中 所 引起 的 速度 场 .231 ， 
工作 oo(e,7,5) 
B= all En) i (5.3.3) 
式 中 r=V (rz-é) +(y-7) +(z-£) 


是 积分 元 到 所 求 感应 点 的 距离 . 对 应 速度 场 是 
v= rotB = Rv 
Tn r 


-地 yx( jar a ee 
r 


= 让 edr. (5.3.4) 


下 面 讨论 假定 Y .B=0 的 意义 . 
记 V 是 对 积分 变量 (6,7,5) 的 微分 算 子 . 有 


V7= 一 YYr， 
因此 
V B= 去 上 |v 让)" wdr = 办 (- 去 vr) @drt 
-#9 小 odr =- 直 (二 | @Odr 
a a ojdar=- 云 jy (2 jd 
= 
根据 涡 面 定 义 ,在 A 上 wn=0, 于 是 
Y:B=0. 
因此 上 述 的 推导 及 结果 是 正确 的 . 


(二 ) 涡 线 感 生 的 速度 场 ” 比 奥 - 萨 瓦尔 公式 

对 于 已 知 涡 量 场 求 感 生 速度 场 的 问题 ,这 里 不 打算 作 全 面 讨论 , 仅 考虑 涡 旋 
场 是 细 涡 管 的 情况 . 

设想 涡 量 集中 在 一 根 十 分 细 的 涡 管 上 ,5 可 以 迁 科 半 站 它 看 成 是 几何 上 的 一 
条 线 . 这 常 称 为 涡 线 ( 或 涡 丝 ). . 

在 此 涡 管 上 取 微 元 管 段 di ,截面 积 是 A ,因而 体积 是 Adi. 设 涡 强度 分 布 
为 w( 图 5.11), 则 

wdrt = wAdI. 

令 limAw=T. 


am oo 
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卫 即 速度 环 量 , 称 为 涡 线 强度 ,因此 
goOdr 三 卫 d1. 
将 此 式 代 入 (5.3.4) 式 得 到 


| (5.3.5) 
~ 4 ， r 


式 中 di 的 方向 与 @ 的 方向 一 致 . (5.3.5) 式 就 

是 涡 线 诱 导 速 度 的 公式 . 通常 称 为 比 奥 - 萨 瓦 

尔 公式 . 图 5.11 空间 涡 线 
例 5.3 求 圆周 形 涡 所 感 生 的 速度 场 . 


P(z, y, z) 


r 
(é, 人 $) 


解 ” 在 实际 问题 中 常 可 过 到 圆 环 状 
涡 管 . 由 于 涡 环 截面 上 线 尺 度 与 圆 环 半径 
相 比 是 小 量 ,可 简化 为 圆 涡 线 . 
设 zy 平面 上 有 一 半径 为 a 的 圆周 涡 
线 ,z 轴 过 该 圆周 的 圆心 (图 $.12) , 涡 线 
强度 是 卫 . 根据 比 奥 - 萨 瓦尔 公式 ,可 求 
z 流 场 中 任 一 点 由 圆周 涡 线 所 感 生 的 速度 . 
取 柱 坐标 系 (p,9,z). 它 与 直角 坐标 
系 Oxyz 的 关系 为 
X=pcos 0, y= posinO 


图 5.12 贺 周 涡 线 


以 及 
er=cos 0 e,— sin 0eo， 
ey=sin 0 ¢@, + cos 0 eo. 
由 于 轴 对 称 , 所 有 过 z 轴 的 子平 面 上 运动 相同 ,因此 只 需 考察 0=0 平面 上 
P(xz,0,z) 点 的 诱导 速度 . 
r =(Z 一 acos 0) e- 一 asin Oe,+ xe, 
=(zcos 0— a) e,— xsin 0 e+ ze,, 
dl = adbe,, 
‘dlXr=a(a— zecos 人 
所 以 诱导 速度 为 3 


_Irdixr Ta ” (2 — zeos 0) 
~ 4x 7 ~ 4rJo 六 


到 | 从 db. 


适当 变换 后 上 式 积分 可 化 为 第 一 类 和 第 二 类 完全 椭圆 积分 . 
为 了 简便 和 易于 分 析 ,下面 仅 求 出 轴 上 任 一 点 P(o,o,z) 的 诱导 速度 


dbe. + 
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2 
v= -人 doe. + 二 | doe, 
a? 
2 + 


从 这 个 结果 可 以 看 到 > 轴 上 诱导 速度 有 如 下 特点 : 

(站) 如 荆 >0, 即 如 图 所 示 的 环 量 方向 , 则 z 轴 上 任 一 点 的 诱导 速度 都 是 沿 
轴线 正方 向 ,速度 大 小 随 环 量 增 加 ; 

(ii ) 速度 值 是 上 下 对 称 的 ; 

( 诈 ) 随 圆 周 形 涡 线 的 圆周 半径 a 的 增 大 ,速度 将 减 小 ; 

(iv) 随 距 圆周 形 渴 线 的 距离 ( 即 | | ) 减 小 ,速度 增 大 ,在 z=0 的 圆心 处 速 
度 达 极 大 值 元 

圆周 涡 线 上 任 一 点 同样 要 在 涡 线 上 其 它 点 影响 下 产生 运动 ,因此 圆周 涡 线 
本 身 要 以 一 定 速 度 移动 ,但 是 要 求 这 个 速度 是 相当 困难 的 . 

(三 ) 直 涡 线 感 生 的 速度 场 

在 研究 涡 量 场 感 生 速度 场 时 ,最 简单 然而 
也 是 十 分 重要 的 是 直 涡 线 所 感 生 的 速度 场 , 许 
多 涡 旋 运 动 都 可 以 认为 是 由 直 涡 线 组 成 的 涡 
旋 的 运动 . 这 一 部 分 首先 导出 直 涡 线 所 感 生 速 
度 场 的 速度 公式 ,然后 讨论 涡 对 ,卡门 涡 街 感 
生 的 流体 运动 . 

图 5.13 画 出 了 和 > 轴 平 行 的 直 涡 线段 ， 
它 的 强度 是 卫 . 考虑 和 直 涡 线段 垂直 距离 为 
的 空间 点 P 的 速度 . 图 5.13 直 涡 线 
由 于 dl=dle,, r= re,, 

dlXr=rdle, Xe,= rdlsin aey， 


rda _ ih 
sina’” ” sina’ 
代 和 人 (5.3.5) 式 求 得 
Tf sina 
i ee 


本 (5.3.6) 
ee By 
= Le Q2 一 COS al )ey. 
这 就 是 直线 涡 段 所 诱导 产生 的 速度 场 . 
特别 地 ,如 果 该 直 涡 线 是 无 限 长 的 , 则 ui = x,as = 0, 其 诱导 产生 的 速度 
场 是 
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v= (5.3.7) 


oo 

从 (5.3.7) 式 可 以 看 到 ,无 限 长 直线 涡 所 诱导 的 速度 场 有 这 样 几 个 特点 : 速 
度 方 向 是 沿 圆周 切线 方向 的 ,该 圆周 在 与 直 涡 线 垂直 的 平面 上 , 且 以 直 涡 线 与 平 
面 的 交点 为 圆心 ;速度 大 小 除 与 涡 线 强度 下 有 关外 , 只 与 所 求 点 到 直 涡 线 的 垂 
直 距 离 有 关 . 因此 无 限 长 直 涡 线 对 应 的 是 平面 流 场 ,可 以 把 无 限 长 的 直 涡 线 
看 成 是 平面 上 某 点 强度 为 了 的 平面 点 涡 . 这 样 ,无 限 长 直 涡 线 影响 下 流体 运动 
问题 可 以 归结 为 在 点 涡 影响 下 的 平面 流动 问题 . 

还 应 指出 ,无 限 长 直 涡 线 邻 域 流体 都 是 绕 此 直线 旋转 ,因此 并 不 引起 直 涡 线 
本 身 的 运动 , 即 单 根 无 限 长 直 涡 线 不 对 自身 产生 诱导 速度 . 另外 ,从 (5.3.7) 式 
知道 ,速度 是 与 到 直 涡 线 的 距离 h 成 反比 , 越 靠近 直 涡 线 , 涡 旋 作 圆周 运动 旋转 
越 快 , 当 h->0 时 流速 V->co. 这 在 物理 上 当然 是 不 可 能 的 . 但 注意 到 前 面 我 们 
指出 过 涡 线 是 细 涡 管 的 一 种 近似 ,为 了 克服 所 说 的 困难 ,一 般 可 将 直线 涡 内 部 狂 
窗 区 考虑 成 “ 涡 核 ,具有 半径 Ro. 在 RR 之 Ro 的 区 域 ,诱导 速度 公式 (5.3.7) 是 
适用 的 ;在 R< R。 的 区 域内 则 作 另 外 的 考虑 ,通常 是 被 闭 成 “刚性 核 ”, 即 速度 
随 R 线性 减少 , 当 R->0 时 有 w 一 0. 当然 ,这 仅仅 是 在 所 讨论 的 问题 涉及 直线 
涡 本 身 结构 时 才 作 这 样 的 考虑 的 ,一般 情况 则 不 需要 . 

1. 涡 对 

讨论 n 条 平行 直线 涡 的 问题 , 即 相当 于 讨论 ” 个 点 涡 所 引起 的 平面 流动 
问题 . 

设 第 i 个 点 涡 坐 标 为 (zi,y ) , 涡 强 度 是 I. 对 于 流体 中 任 一 点 (z,y) ,该 
点 涡 的 诱导 速度 按 (5.3.7) 式 是 


dt >_ Yi 
es 5.3.8) 
Ta (5.3. 
27 RI 
式 中 =(z-Zx) +(y-—y; ), 
因此 >” Pe 点 所 产生 的 诱导 速度 是 
I y — 
Ce (a RR: | 
(5.3.9) 


/lzr- x 
2 Ri ): 
如 果 所 考虑 的 点 是 n 个 点 涡 中 第 j 个 点 涡 所 在 的 点 , 那 末 这 第 j 个 点 涡 不 
对 自身 产生 诱导 速度 ,而 其 它 2 一 1 个 点 则 将 使 第 j 个 点 涡 产 生 运 动 ,速度 是 
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(5.3.10) 
d 了 I TX; Xi 
| 
i 
将 (5.3.10) 式 每 个 方程 两 边 乘 以 一 后 对 7 求 和 ,可 以 得 到 
dz 志 忆 TI; y;—y 半 
2 
izj 
updy cae/ Zz-zx 
这 -|)- 
1 天 7 
对 上 积分 有 
BJTx, = 常量， Py = 常量 . (5.3.11) 
j=1 j=1 
对 于 这 nn 个 点 涡 强度 不 变 , 则 了》\ 也 不 变 ,因此 有 
j=1 
Xo 一 py 常量 ， 
7=1 j=1 


， (5.3.12) 
yo = Zr/ 2 = 常量 . | 

类 似 于 质量 惯性 中 心 ,(x。，yo ) 称 为 这 个 点 涡 的 涡 旋 惯性 中 心 . (zo，yo ) 指 
的 是 几何 点 ,(5.3.12) 说 明 这 样 一 个 几何 点 是 不 会 改变 的 . 而 位 于 (ze，y ) 这 
点 上 的 流体 质点 在 这 个 点 涡 影响 下 产生 速度 ,是 要 运动 的 ,所 以 两 者 不 可 
混淆 . 

以 上 讨论 的 是 ”个 点 涡 的 情况 ,现在 讨论 涡 对 . 

涡 对 指 在 流 场 中 存在 一 对 点 涡 , 即 x =2 的 情况 . 在 自然 界 中 存在 着 涡 对 ， 
如 热带 双 台 风 等 . 下 面 导出 有 关 的 一 些 表达 式 , 从 中 可 以 看 到 涡 对 的 一 些 有 趣 
现象 . 

涡 对 的 诱导 速度 . 对 于 流 场 中 任意 点 (z,.y) , 涡 对 产生 的 诱导 速度 是 


(5.3.13) 


_TiZxz—-Zzi 工 2 工 一 2a 


2r RI 2r RR? 
涡 对 相互 影响 所 产生 的 自身 运动 速度 是 
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dzl 到 _T, 2 4 22 ， 


4 


(5.3.14) 
oj = 
1 dit 2x Ri ” 
_ dza TI yy 
zx ”二 2x Ri ， 全 
了 
2 dr 2r Ra 
涡 对 的 涡 旋 惯性 中 心 是 
_ Tizxi + Tz, _ Tiy + Ty2 
0 一 了 1 十 了 5 9 Yo 二 I 对 Ty ， (5.3.16) 
合并 (5.3.16) 的 两 式 可 以 得 到 
/a 1 (5.3.17) 


TZ0 一 Zi 2Z2 一 01 


这 说 明了 涡 对 的 涡 旋 惯性 中 心 在 涡 对 两 个 点 涡 的 联 线 上 . 再 由 (5.3. 14) 和 
(5.3.15) 两 式 得 到 


Ui 
v1 X22— Xx! 
(5.3.18) 
a 
U2 2 i 


这 说 明 两 个 点 涡 运 动 速 度 垂直 于 其 联 线 , 同 时 也 说 明了 涡 对 距离 及 每 个 点 涡 跟 
涡 旋 惯性 中 心 距离 保持 不 变 . 综合 这 几 点 ,就 知道 涡 对 相互 作用 引起 的 自身 运 
动 是 绕 涡 旋 惯 性 中 心 的 旋转 运动 ,其 旋转 角速度 0 为 

vl _TIT1i+T, 
TX1™ Xo 2x Ri . 
0 与 绝对 值 大 的 T 同 号 , 即 涡 对 绕 惯 性 中 心 转动 的 方向 和 强度 大 的 那个 点 涡 转 
动 方向 相同 (图 5.14(a)、(b)). : 


0 = 


(5.3.19) 


{b) (c) 


图 5.14 涡 对 


现在 考察 特殊 的 涡 对 :强度 相同 均 为 卫 , 旋 转 方向 相反 的 两 个 点 涡 所 构成 的 
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涡 对 . (图 5.14(c) ) 
由 (5.3.16) 和 (5.3.19) 两 式 可 知 此 时 涡 旋 惯性 中 心 在 无 穷 远 处 ,旋转 角 速 
度 为 零 . 这 两 个 点 涡 以 相同 的 速度 垂直 于 两 点 涡 联 线 方向 运动 ,运动 速度 是 


CY On 
= 元 RD， (5.3.20) 
它们 的 诱导 速度 是 
四 
2x RI R; 六 
(5.3.21) 
| TIT/_z-z ， 工 二 Ta 
J 二 37 R: R? 


把 这 两 个 速度 分 量 表达 式 代 入 流 线 方程 于 = 0 ,积分 得 


R1/R, = 常量 . (5.3.22) 
这 表明 诱导 流 场 的 流 线 是 对 称 于 涡 对 联 线 中 点 的 圆周 族 ,如 图 5.15 所 示 . 
由 于 点 涡 本 身 是 在 运动 的 ,如 果 建 立 固 连 于 这 两 个 点 涡 的 运动 坐标 系 ,那么 
相对 该 坐标 系 的 流 场 流 线 如 图 5. 16 所 示 , 流 线 的 一 部 分 形成 封闭 曲线 环绕 点 
涡 , 流 动 如 同 柱 体 绕 流 . 


/ Oo 


图 5.15 强度 相同 ,方向 相反 两 “图 5.16 运动 坐标 系 中 ,强度 相 


个 点 涡 的 涡 对 所 诱导 流 场 ”” 同 , 方 向 相反 的 两 个 点 涡 的 
的 流 线 ” ” 涡 对 所 诱导 流 场 的 流 线 


这 个 特殊 的 点 涡 对 有 重要 的 意义 . 例如 ,热带 双 台 风 会 出 现 打转 现象 ,就 可 
以 用 此 涡 对 来 进行 模拟 和 解释 . 又 如 飞机 在 刚 起 飞 或 降落 时 ,由 于 靠近 地 面 ,其 
受 力 状 况 和 在 高 空 飞行 时 不 一 样 ,往往 会 发 生 一 些 估计 不 到 的 情况 . 在 无 粘性 
不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 这 一 章 内 ,可 以 看 到 在 讨论 物体 受 力 时 往往 可 以 把 它 
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看 作 一 个 点 涡 , 当 飞机 起 飞 或 降落 时 ,地 面 效 应 使 得 我 们 可 以 把 流 场 看 成 是 所 述 
这 个 特殊 涡 对 所 诱导 的 流 场 ,从 而 容易 求 出 流 场 的 速度 ,确定 飞机 的 受 力 状 况 并 
解释 所 发 生 的 现象. 

2. 卡门 涡 街 

H. 贝 纳 德 在 1908 年 做 了 圆柱 体 在 流体 中 运动 的 实验 ,第 一 次 发 现 柱 体 后 
面 左右 两 侧 分 离 出 两 列 涡 旋 ,它们 两 两 间隔 旋转 方向 相反 , 涡 旋 间距 离 不 变 ,而 
两 排 涡 列 间距 只 和 物体 的 线 尺 度 有 关 , 这 就 是 有 名 的 卡门 涡 街 (图 5.17). 


Cd 


图 5.17 卡门 涡 街 


1911 年 卡门 在 哥 丁 根 当 助 教 . 当时 普 朗 特 正在 研究 边界 层 的 问题 ,他 交 给 
了 一 位 博士 研究 生 一 个 任务 ,设计 一 个 水 槽 使 他 能 观察 圆柱 体 后 面 的 流动 分 离 ， 
以 便 用 实验 来 核对 按 边界 层 理论 计算 出 来 的 分 离 点 . 出 乎 这 位 研究 生 的 意外 ， 
他 发 现 水 槽 中 水 流 不 断 地 发 生 激烈 的 摆动 ,即使 圆柱 体 经 过 非常 细心 的 加 工 ,或 
者 水 槽 不断 调整 ,流动 不 稳定 现象 依然 存在 .卡门 对 此 发 生 了 很 大 兴趣 ,感到 这 
一 现象 一 定 有 内 在 客观 原因 。 他 对 涡 系 的 稳定 性 进行 了 计算 ,接连 发 表 了 两 篇 
论文 ,对 上 述 现象 作 了 合理 的 解释 .卡门 的 工作 以 后 二 
得 到 了 很 多 实际 应 用 ,人们 把 此 涡 街 称 为 卡门 涡 街 ， 一片 -一 
本 书 附录 (A) 照 片 5 显示 了 绕 圆柱 流 场 随 Re 数 的 变 人、 和 处 | 全 ~ 
化 ,在 Re=4x 10' 时 ,圆柱 后 形成 尾 流 区 , 涡 脱 离 成 ” 人 ] 
为 涡 街 . 附录 (A) 中 的 照片 6 更 清楚 地 显示 了 卡门 | 

一 -@- 


涡 街 -二 ve 
现在 简单 分 析 卡 门 涡 街 . l 
卡门 涡 街 由 两 条 平行 直线 涡 列 构成 ， 相距 为 及， 每 图 5.18 卡门 涡 街 
条 涡 列 中 点 涡 相 距 7. 可 以 求 出 图 5.18 所 示 卡 门 涡 街 中 点 涡 排列 
中 一 下 == 厂 及 zi 点 涡 和 zx, 点 涡 的 速度 是 | 
w= wm = Bsn (ch - oon), 
i 加 (a 村 ww) (5.3.23) 
U1 U2 37sn 7 C 7 COS 7 . 


式 中 5 是 z; 和 xz, 两 点 的 水 平 间 距 . 设 涡 街 是 沿 z 轴 方 向 运动 的 , 则 vi = v= 
0, 从 而 sin Se =0, 因此 b= 0 或 5= 记 . b=0 对 应 于 上 下 点 涡 对 齐 的 对 称 涡 
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街 ,可 以 证 明 是 不 稳定 的 ,在 贝 纳 德 实验 中 极 难 观察 到 ;0 = 疙 则 对 应 于 贝 纳 德 
实验 中 所 发 现 的 卡门 涡 街 . 实际 上 卡门 涡 街 也 不 是 绝对 稳定 的 ,已 证 明 只 有 当 
全 =0.281 时 才 是 稳定 的 . H. 布 伦 克 和 L. 利 伯 斯 等 人 对 规则 涡 街 的 出 现 作 了 


广泛 的 观察 , 当 和 雷诺 数 Re= 在 60~5x 10? 范围 内 时 , 才 可 观察 到 涡 街 . 当 
雷诺 数 高 于 5x 10? 时 是 完全 的 潮流 尾 流 . 记 无 量 纲 涡 街 频率 数 广 为 
六 (5.3.24) 


了 是 涡 从 圆柱 后 脱落 进入 卡门 涡 街 的 频率 ,4 是 圆柱 直径 , U 是 圆柱 速 ( 或 来 流 
速 ). 图 5.19 绘 出 了 f" 随 雷 诺 数 变化 的 曲线 . 当 雷 诺 数 较 高 时 , 广 值 近似 为 
0.21, 可 一 直 较 好 地 保持 到 Re =2Xx:40. 当 Re 继续 升 高 ,规则 的 涡 街 不 再 存 
在 . 但 在 Re>3x10' 时 , 涡 街 重新 出 现 . 


5 6 
logio Re 
图 5.19 圆柱 卡门 涡 街 涡 发 放 与 雷诺 数 关系 


卡门 涡 街 不 仅 在 圆柱 后 出 现 ,也 可 在 其 他 形状 物体 后 形成 ,例如 在 高 层 建筑 
物 、 烟 向 、 铁 塔 等 后 形成 . 这 些 建 筑 物 受 强 风 作 用 而 引起 的 振动 往往 与 这 种 涡 街 
有 关 , 这 是 很 危险 的 . 我 们 知道 一 个 物体 如 受 外 力作 用 发 生 了 一 定 的 变形 , 当 外 
力 去 掉 以 后 该 物体 就 会 产生 振动 , 称 为 自由 振动 . 卡门 涡 街 后 涡 的 交替 发 放 会 
在 物体 上 产生 垂直 于 流动 方向 的 交 变 侧 向 力 ,其 频率 与 流动 速度 和 物体 尺度 有 
关 . 如 果 这 样 的 发 放 频 率 和 物体 自由 振动 频率 相 耦 合 时 ,就 会 使 物体 振动 加 大 ， 
甚至 对 物体 造成 破坏 . 

1940 年 11 月 7 日 美国 著名 的 塔 科 马 海峡 大 桥 在 八 级 大 风 中 产生 了 强烈 的 
涡 街 发 放 , 桥 身 发 生 了 剧烈 的 扭曲 振动 ,振幅 达 56 英尺 ,不 到 一 小 时 这 座 价值 
640 万 美元 的 建筑 物 终于 朋 塌 化 为 碎 石 . 这 是 卡门 涡 街 造成 巨大 破坏 的 著名 例 
子 . 我 国 曾 在 北京 郊区 建造 了 一 座高 达 325 米 的 气象 塔 ,以 研究 北京 地 区 大 气 
污染 情况 . 该 塔 体 用 15 根 纤 强 固定 在 地 面 上 ,是 亚洲 最 高 的 气象 塔 . 但 在 竣工 
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后 不 久 便 出 现 了 奇怪 的 现象 :在 天 气 晴朗 微风 吹拂 时 ,高 塔 发 生 强烈 振动 , 伴 之 
以 巨大 泰 鸣 声 ,使 附近 居民 感到 担心 . 后 经 科研 人 员 的 详细 测量 和 分 析 , 终 
于 搞 清 了 这 一 现象 的 原因 ,就 是 在 那样 的 风速 下 气流 在 塔 的 纤 强 这 一 柱 
体 上 发 放 涡 旋 ,形成 了 卡门 涡 街 , 其 频率 与 纤 绳 的 自 振 频 率 相 耦 合 而 发 
太朗 契 声 . 


t=3.6 


图 5.20 长 方形 柱 体 卡门 涡 街 的 发 展 Re =200, d/H= 1/6 


曾经 有 不 少 实验 研究 了 卡门 涡 街 的 发 展 过 程 . 但 理论 研究 却 相当 困难 ,这 
是 因为 太 复杂 的 缘故 . J.E. 弗 罗 姆 等 人 在 1963 年 对 于 长 方形 柱 体 卡门 涡 街 的 
发 展 进行 了 数值 模拟 计算 . 对 不 计 体 力 的 不 可 压缩 粘性 流体 二 维 运动 的 纳 维 一 
斯 托 克 斯 方程 引进 流 函数 y 和 涡 量 w 后 得 到 了 如 下 的 方程 ， 


dw duw , 9vw | 
= 二 二 
DE ga gy 9 入 
oy 了 
ar: ay 


采用 有 限 差 方法 数值 求解 了 这 两 个 方程 . 计算 结果 的 一 部 分 可 见 图 5.20 和 图 
5.21( 引 自 参 考 文献 [1]). 图 5.21 是 Re = 200 ,长 方形 宽 高 比 为 d/ 互 =1/6 时 ， 
涡 街 的 形成 过 程 . 在 开始 时 , 流 场 和 无 粘 流 相仿 ,逐步 在 柱 体 后 部 出 现 了 一 对 
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涡 , 随 后 涡 对 发 展 ,脱离 进入 下 游 . 这 个 涡 脱 离 的 过 程 重复 出 现 ,形成 了 涡 街 . 
图 5.21 则 是 对 Re = 300, 宽 高 比 d/ 互 =1/6 情 况 , 在 上 =4.39 时 刻 , 从 
静止 坐标 和 运动 坐标 所 看 到 的 卡门 涡 街 图 案 ((a)、(b)), 以 及 此 时 刻 的 
质点 线 图 案 (c) . 


图 5.21 长 方形 柱 体 卡门 涡 街 :=4.39, Re=300, 4/H=1/6 
(a) 静止 坐标 ” (b) 运动 坐标 〈c) 质点 线 


图 5.22 是 绕 长 方形 柱 体 的 卡门 涡 街 图 象 . 它 是 由 H. 萨 卡 莫 托 在 烟 风 洞 中 
取得 的 , 见 (参考 文献 [8]). 长 方形 柱 体高 为 , 宽 为 吕 , 流 动 Re 数 为 2.7X 10 


一 7.3x10?. 图 显示 了 不 同 高 宽 比 乞 时 的 卡门 涡 街 . 


T. 萨 尔 普 卡 亚 对 倾斜 安置 平板 所 出 现 的 涡 街 进行 了 实验 和 数值 计算 . 图 
5.23 是 实验 及 数值 计算 图 ( 取 自 参考 文献 [9] ) ,平板 倾斜 50" ,流动 从 静止 启动 ， 
渐 近 雷诺 数 Re 一 11 000, 图 示 t=74s 时 实验 和 数值 计算 得 到 的 卡门 涡 街 ,两 者 
吻合 较 好 . 

3. 兰 金 组 合 涡 
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前 面 所 讨论 的 直线 涡 , 实 际 上 是 对 圆柱 涡 的 一 种 近似 ,认为 它 的 截面 线 尺度 
是 个 小 量 ,并 且 不 考虑 它 的 内 部 结构 ,把 它 看 成 是 一 条 涡 线 . 在 自然 界 中 ,还 有 
一 些 涡 旋 , 如 台风 ,旋风 和 江河 湖 海中 出 现 的 涡 旋 等 ,必须 要 考虑 到 涡 旋 内 的 
结构 . 

假定 在 无 界 流体 中 有 一 圆柱 形 涡 管 , 横 截 面 圆 的 半径 是 尺 .在 圆 涡 内 部 + < 
R ,流体 如 同 刚体 一 样 以 角速度 0 绕 圆心 旋转 ,因此 流体 速度 是 

v = fe, X re, = fre), (5.3.25) 

涡 量 是 


5.3 涡 旋 在 无 粘性 不 可 压缩 流体 中 所 引起 的 速度 场 。， 243 ， 


图 5.22 ” 烟 风 洞 实 验 显 示 的 长 方形 柱 体 绕 流 卡 门 涡 街 . 
长 方形 柱 体高 h, 宽 z 世 ， Re( = T= 2.7x10~7.3x10. 


(D) 二 =1.75; (iD 2.0; (Hl) 3.0; (Iv) 4.0; (V) 5.0. 
@=rot v =2fe,. - (5.3.26) 
流体 速度 与 距离 成 正比 ,这 种 结构 的 涡 称 为 受 迫 涡 . 

在 未 受 其 它 扰动 流体 中 的 这 样 一 种 受 迫 涡 , 其 中 心 保持 静止 . 如 果 在 原 有 
速度 为 V 的 流 场 中 ,加 入 这 样 的 涡 , 则 涡 也 将 以 V 随 流体 一 起 运动 . 自然 界 中 
台风 、 性 风 可 作为 这 类 涡 旋 的 例子 ,其 直径 有 几 百 千 米 ,并 以 很 慢 的 速度 移动 . 
在 气旋 范围 内 风力 达 暴 风 程 度 , 但 却 存 在 一 个 直径 20km 左右 的 中 心 区 域 ,情况 
相当 平静 . 

在 圆 涡 外 部 r >>R ,流体 速 度 等 于 把 此 涡 看 成 为 直 涡 线 所 感 生 的 速度 


- = 元 oo. (5.3.27) 


流体 速度 值 与 半径 成 反比 ,这 通常 称 为 自由 涡 . 易 知 自 由 涡 是 无 旋 的 . 

现在 整个 流 场 是 由 受 迫 涡 和 自由 涡 组 合 而 成 的 ,这 样 的 涡 旋 称 为 兰 金 组 合 
涡 . 

在 圆 涡 边界 上 速度 应 当 是 连续 的 ， 


OR= 5 
由 此 可 求 出 涡 管 强度 卫 ， 
了 =2r0R2. (5.3.28) 
a ld 假定 流 场 是 无 界 的 ,并 不 计 重力 ， 
下 面 分 两 个 区 域 求 压强 分 布 . 


在 自由 涡 区 域 (x >R). 伯 努 利 方程 有 如 下 形式 ， 


2 
Lo = Ce 


式 中 ps 是 无 穷 远 处 流体 压强 值 ,而 由 (5.3.27) 式 知 无 穷 远 处 速度 值 vw 为 零 ， 


。 244 ， 第 五 章 ”流体 的 涡 旋 运动 


《b) @ 


图 $.23 ”倾斜 平板 卡门 涡 街 . 倾斜 角 $0", Re 一 11 000, z=74s. 
(a) 实验 〈b) 数值 模拟 . S 正 涡 ， 公 负 涡 


因此 流 场 中 任 一 点 压强 为 
/Re a bs 
P= pe~ 2 = po ,8 pe KT (5.3.29) 


这 个 结果 告诉 我 们 ,> 越 小 ,速度 越 大 ,压强 越 小 . 在 圆 涡 边界 上 ,r= R 处 ,自由 
涡 速 最 大 ,压强 最 小 ， 


(5.3.30) 
2 
Bo be = po 一 立 p03 = ps - 吉 P 人 (5.3.31) 
在 圆 涡 区 内 (><R). 由 于 流体 “刚性 "旋转 ,此 时 可 以 根据 (2.4.5) 
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Pp- 人 2r?= 常 量 . (5.3.32) 
车 取 圆 涡 周 界 上 一 点 , 则 上 式 又 可 写成 
SS RE (5.3.33) 


将 (5.3.31) 式 代入 上 式 得 到 
p= po -0R +SOr 


= pw —5pU -HOR?+ 人 


2 


图 5.24 兰 金 组 合 涡 的 速度 和 压强 分 布 


由 于 在 7 三 玉 处 ,Uo=QR ,所 以 
p= ps-pUi+$0r. (5.3.34) 


由 上 式 可 知 在 贺 涡 内 ,压强 随 > 减 小 而 减 小 ,在 核 _ ___0__ 
心 处 (r=0), 压 强 达 最 小 值 ps。-pU3。 

这 样 ,对 于 兰 金 组 合 涡 ,压强 分 布 随 半径 # 的 
减 小 而 减 小 . 因此 物体 接近 涡 旋 时 ,如 接近 台风 ， 
水 旋 时 , 常 有 被 卷 吸 入内 的 危险 . 从 上 面 几 式 也 可 
看 到 , 贺 涡 强度 古越 大 ,或 者 圆 涡 半径 R。 越 小 ， 
核心 处 的 压强 越 低 . 

兰 金 组 合 涡 的 速度 分 布 和 压强 分 布 可 见 图 
5.24 所 示 . 


图 5.25 有 自由 面 的 兰 金 组 合 涡 
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以 上 讨论 兰 金 组 合 涡 时 ,不 计 重 力 . 如 果 考 虑 重力 ,并 有 自由 面 的 兰 金 组 合 
涡 , 则 可 求 得 自由 面 形状 ,如 图 5.25 所 示 . 自由 面 越 近 核 心 越 下 四 ,我 们 所 看 到 
的 水 中 的 旋涡 就 是 这 种 形状 . 

建议 本 节 参 看 录像 看 一 8 中 的 有 关 部 分 . 


5.4 涡 旋 运动 的 产生 ,扩散 及 衰减 


在 前 几 节 中 , 涡 旋 运动 的 一 些 性 质 已 作 了 介绍 ,这 一 节 将 对 涡 旋 运动 的 产生 
和 扩散 作 一 定 的 论述 . :这 是 一 个 相当 困难 的 问题 . 因而 所 做 的 介绍 是 初步 的 ， 
并 且 局 限 在 一 定 范围 之 内 ,其 中 一 部 分 是 理论 的 推导 ,一 部 分 是 定性 的 描述 . 

由 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 出 发 所 导出 速度 环 量 的 随 体 导 数 公式 是 (5.1.15) 
式 ， 

2 = 中 F dl- ,vp dl+ 中 |[^， o+ 了 VC v0) | .dl 
体力 流体 非 正 压 性 和 粘性 是 影响 速度 环 量 随 体 变化 的 三 个 因素 . 这 三 个 因素 
将 使 原本 无 旋 的 运动 有 可 能 成 为 有 旋 ,形成 涡 旋 运动 . 下 面 分 别 讨论 这 三 个 因 
素 的 影响 ， 

(一 ) 无 粘性 非 正 压 流体 的 情况 

设 无 粘性 流体 非 正 压 , 但 体力 有 势 也 ,使 得 下 = -VC, 则 (5$.1.1S) 式 成 为 


Be =- pv ad- Sv:dl 


| (5.4.1) 
=- 中 dz -中 Dp = pe 
引进 比 容 0= 方 ,(5.4.1) 式 又 可 写成 
中 = -中 vap. (5.4.2) 


p= 常量 的 面 称 为 等 压 面 ,v = 常量 的 面 为 等 容 面 . 对 于 正 压 流 体 p = 
p(p) ,显然 等 压 面 和 等 容 面 是 重合 的 ,但 对 于 一 般 的 非 正 压 流体 ,等 压 面 和 等 容 
面 将 相交 . 作 一 系列 彼此 相差 一 个 单位 的 等 压 面 ,同时 作 一 系列 彼此 相差 一 个 
单位 的 等 容 面 , 这 样 整个 流体 空间 被 分 隔 成 一 系列 由 两 个 相 邻 的 等 压 面 和 两 个 
相 邻 的 等 容 面 构成 的 管子 . 这 些 管子 通常 称 为 单位 等 压 - 等 容 管 . 


现在 计算 图 5.26 所 示 单位 等 压 - 等 容 管 ABCD 的 周 线 的 线 积分 | vdp. 
计算 前 , 先 规定 从 Vp 到 Vp 的 转动 方向 为 环 路 积分 正 向 . 
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注意 在 AD 和 BC 上 恒定 :dp=0; 在 AB 和 DC Pe 
上 w 恒定 :dv=0, 于 是 线 积分 了 
B potl1 
中 az | Bs 
当 周 线 工 改 为 相反 方向 时 ,有 vp 
vdp = 1, 41 vo DIP 
因此 环 路 线 积 分 是 
Se + 1, 当 积分 环 路 正 向 时 ， 。 (5 4 3) 四 26 学 位 等 夺 
.了 |- 1, 当 积分 环 路 反 向 时 . Sa 


我 们 把 - pb vap = 1 的 等 压 - 等 容 单 位 管 称 为 正 的 单位 管 ;把 - 中 vdz ed 


的 等 压 - 等 容 单位 管 称 为 负 的 单位 管 . 在 一 般 情况 下 , 周 线 工 包围 许多 单位 等 
压 - 等 容 管 时 ,将 有 


-$vdp = N - N,, (5.4.4) 


其 中 Ni 是 周 线 工 所 包围 的 正 单位 管 的 数目 , NN, 为 周 线 工 所 包围 的 负 单 位 管 
数目 . 这 样 ,由 (5.4.2) 式 得 到 


dN-N,. (5.4.5) 


它 可 以 表述 为 下 述 伯 耶 克 内 斯 定理 ; 
无 粘 流体 若 体力 有 势 , 则 沿 任何 封闭 流体 线 工 的 速度 环 量 对 时 间 的 导数 等 
于 穿 过 此 周 线 工 的 正 的 与 贫 的 单位 等 压 -- 等 容 管 数目 之 差 . 
由 于 速度 环 量 刻 划 了 旋涡 的 性 质 ,因此 伯 耶 克 内 斯 定理 说 明了 等 压 面 和 等 
容 面 的 相交 是 形成 旋涡 的 原因 之 一 . 
例 5.4 信 风 的 形成 . 
考虑 环绕 地 球 的 大 气 层 ,大 气 满足 状态 方程 
| pvu= RT. 
假定 地 球 是 圆 球 ,在 高 度 相同 地 方 压强 相同 ,因而 大 
气 的 等 压 面 是 以 地 心 为 中 心 的 球面 . 其 次 ,由 于 太阳 
对 地 面 照 射 强度 不 同 , 在 同一 高 度 上 赤道 比 北极 温度 
高 ,因此 沿 球面 从 北极 向 赤道 温度 逐步 升 高 . 根据 气 
体 状态 方程 ,注意 同一 高 度 压强 不 变 ,因而 比 容 在 球 
图 5.27 北半球 信 风 形成 面 上 从 北极 向 赤道 逐步 增 大 . 另 一 方向 ,在 同一 地 点 ， 
高 度 越 高 ,气体 越 稀薄 , 比 容 将 增 大 ,这 样 等 容 面 如 图 
5.27 虚线 所 示 , 自 赤道 到 北极 向 上 倾斜 . 因此 Vp 和 Vw 相交 ,在 图 示 周 线 中 包 
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含 正 的 单位 等 压 -等 容 管 , 即 


DT 
Dr>0; 


从 而 大 气 产生 图 中 箭头 所 示 旋 涡 运 动 :在 地 面 大 气 从 北纬 流向 南 纬 ,在 赤道 处 上 
升 ,再 在 上 层 流 回 北纬 ,在 北极 处 下 降 到 地 面 . 这 种 环流 就 是 气象 学 中 所 称 的 
信和 风 . 

(二 ) 无 粘性 与 体力 无 势 流体 的 情况 

设 流体 无 粘性 ,以 地 球 表面 大 气 运动 为 例 说 明 体力 无 势 时 涡 旋 的 产生 . 

考虑 地 球 自转 ,在 固 连 在 地 球 的 运动 坐标 系 中 ,流体 相对 运动 方程 是 


Do _ lw _ , 
Dr = pa a, — 2(@ x v, ), (5.4.6) 


式 中 vw, 为 相对 速度 ,a。 是 牵连 加 速度 ,9 是 地 球 自转 角速度 ,并 认为 是 恒定 的 . 
以 R 表示 所 研究 流体 质点 到 地 球 自 转轴 距离 , 则 有 


a“. -7 (2E). 
地 球 引 力 是 有 势 的 ,F, = 一 VY 了 ,因此 方程 (5.4.6) 化 为 
局--v(z-2 红 )-4wp-20xo) (5.4.7) 
记 F=-v (1-2R)-2(0x%,), 
(5.4.7) 式 就 可 写成 
、 Dv (5.4.8) 


现在 的 形式 和 欧 拉 方程 形式 是 完全 相同 的 ,但 显然 “体力 ”F 是 无 势 的 . 
在 运动 坐标 系 中 ,速度 环 量 对 时 间 导 数 是 


EL Dv 6 iv,.d- s 
中 = 中 a $B vp dl 冲 (Q x v) + dl. (5.4.9) 


右边 第 一 项 的 存在 将 产生 信 风 , 例 5.4 已 说 明 过 ， 
第 二 项 是 科 里 奥 利 力 对 环 量 卫 变化 的 影响 . 取 这 
样 的 环 路 :以 位 于 地 球 自转 轴 上 某 点 为 圆心 , 作 一 
垂直 于 该 自转 轴 的 圆周 工 为 环 路 , 令 逆 时 针 为 正 
向 . 由 于 信 风 ,圆周 上 每 一 点 有 自 北 到 南 的 速度 ， 
于 是 

(2Xwv,)'d1= (vw,Xd1)'Q 是 正 值 . 因此 (5.4.9) 


式 第 二 项 的 存在 使 全 减少 ,产生 了 按 顺 时 针 方向 


图 5.28 科 里 奥 利 力 对 
信 风 影响 
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由 东 向 西 的 风 . 因此 信 风 不 是 严格 由 北向 南 吹 ,而 是 自 东 北向 西南 吹 . 

相对 于 一 个 以 常 角速度 旋转 的 运动 坐标 系 中 的 流体 运动 ,通常 称 为 旋转 流 
体 运动 . 海洋 和 地 核 的 运动 ,地 球 表面 大 气 的 运动 ,以 及 星系 的 运动 等 都 是 这 样 
的 运动 . 研究 其 运动 规律 是 地 球 物理 和 天 体 物理 的 重要 内 容 . 方程 (5.4.7) 或 
(5.4.8) 就 是 无 粘 流 体 旋转 运动 的 基本 方程 . 

从 旋转 流体 运动 基本 方程 可 以 看 到 ,旋转 流体 运动 的 本 质 在 于 科 氏 力 -28 
Xx v, 的 影响 . 设 旋转 流体 运动 特征 长 度 和 速度 分 别 是 L 和 LU, 旋转 角速度 0， 
因此 在 非 定常 效应 不 大 时 惯性 力 特征 尺度 是 


[7 
(wv) |~ 于 ， 
科 氏 力量 级 是 
12 xu | 一 2U. 
定义 无 量 纲 罗斯 比 数 Ro 
惯性 力量 级 /JL LU 
民力 量 级 00 57 二 Ro- (5.4.10) 


它 是 衡量 科 氏 力 效应 , 即 旋转 效应 的 重要 参数 . 当 Roy 六 1, 可 以 不 考虑 旋转 效 
应 ; 当 Ro<l ,旋转 效应 对 流体 运动 有 决定 意义 . 

例 5.5 地 转运 动 . 

考虑 固定 在 地 球 上 的 运动 坐标 系 . 对 
于 地 球 表面 大 气 和 海洋 的 大 尺度 运动 ,L 
一 10sm, U 一 10m/s, 地 球 角 速度 0 一 7x 
10 5s ,所 以 Ro 一 0.1. 罗斯 比 数 很 小 ， 
可 以 将 惯性 力 全 部 略 去 ,这 样 的 运动 称 为 
地 转运 动 . 由 (5.4.7) 式 ,地 转运 动 的 基本 
方程 是 

v (gz QR)+ 2(0 x v,) ee 


= 0. (5.4.11) 
如 图 5.30 所 示 
= cos 0 + (sin Ok, 
v=uitvt+t wk, 


离 ， 忆 力 去 02? R* 要 比重 力 gz 小 得 多 ,可 以 略 去 ,这 样 (5.4.11) 式 可 以 展开 为 


图 5.29 地 转运 动 


0 no ads Gi (5.4.12a) 


dr | 
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元 = 一 2o0sin bu, (5.4.12b) 


R=- pg + 2p00s bo (5.4.12c) 


对 于 地 球 表面 大 气 和 海洋 的 大 尺度 运动 ,ww 相对 于 wu、v 是 个 小 量 ,可 近似 为 零 ， 
并 且 Qu<g ,因而 (5.4.12) 式 可 简化 为 


3 = 2p0sin bo， (5.4.13a) 
FZ -20 We, (5.4.13b) 
9 
赤 =- pe. (5.4.13c) 
也 可 以 写成 
Vp = it i=-200sin Ok x vo, (5.4.14) 


如 图 5.30 所 示 ,V.z 与 0, 正 交 ,在 等 高 面 = 
= 常数 上 等 压 线 与 流 线 平行 ,顺风 向 看 右 方 
是 高 压 , 左 方 是 低压 . 特别 流 线 封闭 时 , 逆 时 
针 的 流 线 包围 一 个 称 为 气旋 的 低压 ,而 顺 时 
针 的 流 线 包围 一 个 称 为 反 气旋 的 高 压 中 心 . 
分 析 它们 的 形成 和 迁移 在 大 气 环流 分 析 和 
天 气 预 报 中 有 重要 作用 . 在 气象 学 上 通常 把 
上 述 高 空 风 称 为 地 转 风 . 

(三 ) 粘性 流体 的 情况 

流体 所 受 体力 若 无 势 ,或 流体 是 非 正 压 
的 ,将 使 涡 旋 在 运动 过 程 中 发 生变 化 , 涡 旋 可 能 产生 ,发 展 .扩散 和 衰减 . 现在 就 
流体 的 粘性 对 涡 变 化 的 影响 进行 讨论 . 

设 流体 是 不 可 压缩 和 有 粘性 的 ,运动 粘度 系数 v 为 常数 ,同时 体力 有 势 . 则 
涡 量 方程 (5.1.12) 简 化 为 


+(vV)o= (0 "Vy)v+ vAw. (5.4.15) 


下 面 讨论 几 个 具体 的 例子 . 

例 5.6 直 涡 线 在 粘性 流体 中 的 扩散 和 衰减 ” 奥 森 涡 

在 无 界 粘性 流体 中 存在 一 个 强度 为 T 的 无 限 长 直线 涡 管 ,引起 流体 的 流 
动 . 通常 可 以 用 旋转 的 无 限 长 细 柱 体 来 供给 涡 源 , 使 流动 维持 下 去 . 可 以 证 明 
这 样 的 流动 是 无 旋 的 . 假定 自 某 个 时 刻 ( 如 t=0) 起 外 加 涡 源 突然 中 断 ,从 而 使 
流 场 的 流动 发 生 了 变化 , 涡 旋 就 将 逐步 扩散 并 衰减 . 


图 5.30 地 转 风 


5.4 涡 旋 运动 的 产生 ,扩散 及 衷 减 9 


由 于 流 场 无 穷 大 , 涡 管 很 细 , 并 且 不 考虑 涡 管内 


的 流动 ,因此 常常 可 把 它 看 成 是 一 根 涡 线 , 在 平面 截 上 
面 上 则 可 以 看 成 是 一 个 点 涡 . 根据 条 件 ,这 是 二 维 平 
面 流动 , 涡 矢 量 是 
= wk. 
由 平面 对 称 流动 的 特性 还 可 以 确定 y 
(vy 'Y )w=0, 
(@:Y )v =0， 图 5.31 直 涡 线 
于 是 方程 (5.4.15) 成 为 
强 = "Au = 壮志 (> 品 )， (5.4.16) 
初始 条 件 是 
t=0, r>0: w=0, (5.4.17) 
边界 条 件 是 
t 宕 0，r 一 00; w=0. (5.4.18) 


此 外 还 应 有 在 :=0 时 , 绕 包 含 该 涡 线 的 任 一 封闭 曲线 的 速度 环 量 也 = TT,. 
方程 (5.4.16) 是 个 抛物 型 方程 ,在 初 边 值 条 件 (5.4.17)、(5.4.18) 下 ,有 解 


2 
w= exp( - | (5.4.19) 
现在 来 定常 数 A. 在 t 时 刻 半径 为 7 的 圆周 上 速度 环 量 为 卫 ， 


T= } v*dl = ||wds = | w2rrdr = 4rvA [1 -em 人 -去 )] 
由 于 上 =0 时 了 = To, 可 求 出 常数 A， 


-To 
”4ry， 
于 是 涡 量 分 布 是 
Tr a 
本 说 ee(- 苍 ) (5.4.20) 
速度 分 布 则 是 v = wuey， 
A {rr 
w=- =- 这 [1- ep(- 在 )] (5.4.21) 


. 图 5.32 中 绘 出 了 涡 量 w 随时 间 z 变化 的 曲线 ,图 5.33 绘 出 了 速度 v 随 半 
径 变 化 的 曲线 . 可 以 看 到 : 
在 初时 刻 :=0 时 , 流 场 中 各 处 (xr >0) 的 涡 量 为 零 , 即 流 场 是 无 旋 的 . 
在 任意 时 刻 :>0 时 , 流 场 立即 产生 旋涡 , 涡 量 随 > 的 增 大 而 逐渐 减 小 ; 当 
趋 于 无 限时 , 涡 量 趋 于 零 . 
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在 任意 距离 >>0 处 ,在 上 >0 的 任意 时 刻 流 场 中 都 存在 旋涡 , 涡 量 先 增加 ， 
然后 很 快 减 小 ,直到 t 趋 于 无 穷 大 时 为 零 . 


| tiI<t< t3< 


ai<a<a<as < 


图 5.32 涡 量 随时 间 变 化 曲线 图 5.33 速度 随 距离 变 化 曲线 
本 例 情况 是 C. W. 奥 森 于 1912 年 提出 的 ,所 以 称 为 奥 森 涡 ,也 称 为 兰 姆 涡 . 
从 速度 分 布 (5.4.21) 式 可 见 , 当 r->0 时 ,wv ~ 总 7, 似 乎 是 固体 在 旋转 ,但 其 


“边界 "ro 是 随时 间 变 化 的 . 设 “ 边 界 "ro 处 速度 wu , 则 om 一 下 2 ro. 由 于 有 
=2rro vn, ,可 求 得 m 一 V3458. 因此 奥 森 涡 提供 了 一 个 非 定常 的 外 部 流动 和 具 


有 尺度 度量 为 V 4w 的 固 状 涡 核 的 过 渡 . 

例 $.7 平板 在 粘性 流体 中 启动 引起 的 涡 量 扩散 . 

在 粘性 不 可 压缩 流体 中 有 一 块 很 大 的 平板 ,原来 是 静止 的 ,从 茶 一 时 刻 起 ， 
平板 突然 启动 以 匀速 Un 在 自身 平面 内 运动 ,从 而 带动 周围 的 流体 运动 . 我 们 
知道 ,粘性 流动 有 一 个 重要 的 性 质 :流体 质点 粘 附 在 刚 壁 上 和 刚 壁 一 起 运动 . 在 
开始 时 刻 ,平板 上 的 流体 质点 已 以 Un 运动 ,而 附近 质点 尚未 运动 ,因此 在 近乎 
板 的 薄 层 流体 中 产生 了 速度 梯度 ,形成 了 涡 旋 层 . 稍 后 ,由 于 粘性 作用 , 稍 远 的 
流体 质点 也 将 运动 ， SR 这 个 过 程 继续 下 去 , 涡 旋 就 将 
扩散 到 全 流 场 . 

oe 是 二 下 于 语 国语 史 =zw(y,ti)i,w=w(y,)K, 涡 量 
方程 (5.4.15) 有 如 下 形式 

i Ee (5.4.22) 
初 边 值 条 件 可 以 这 样 来 考虑 ;初时 刻 1 =0, 板 以 速度 Un 运动 ,但 流体 尚 处 于 静 
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止 状态 ,所 以 板 面 上 速度 梯度 无 穷 大 , 即 涡 量 无 穷 大 ;随时 间 推 延 ,由 于 粘性 作用 
流体 逐 层 被 带动 ,直到 i 趋 于 无 穷 大 时 整个 流 场 的 流体 与 平板 一 起 以 U6 运动 ， 
涡 量 为 零 值 . 

为 了 使 这 个 问题 看 得 更 加 清楚 些 ,不 妨 把 速度 场 求解 出 来 . 速度 场所 满足 
的 方程 及 初 边 值 条 件 是 


人 半 = (5.4.23) 
it=0 时 ，v= 0， (5.4.24) 
t>0 时 ， 在 y=0,，w= U， (5.4.25) 
| 在 y 一 cc，z&=0. (5.4.26) 
引进 无 量 纲 自 变量 7 和 无 量 纲 速度 *， 
7 = 7 (5.4.27) 
u” 二 (5.4.28) 
(5.4.23) 成 为 
f +27 =0, (5.4.29) 
定 解 条 件 成 为 
f(0)=1, f(%)=0, (5.4.30) 
方程 (5.4.29) 有 解 
i 2 [7 -7 
六 =u =1 | dy. (5.4.31) 


图 5.34 画 出 了 无 量 纲 速度 的 曲线 . 由 上 式 可 求 得 涡 量 w， 
at Uo _¥ 

9y Vm 

从 (5.4.31) 可 看 到 速度 随 y 是 递减 的 . 在 流 场 内 划 出 一 条 线 ,在 这 条 线 上 


元 =0.01. 在 这 条 线 的 下 侧 (平板 一 边 ) ,元 >0.01, 流 体 受 粘性 影响 运动 ,此 区 


ww 二 


域内 存在 涡 量 . 在 这 条 线 的 上 侧 ,地 <0.01, 可 以 认为 流体 几乎 尚未 受 影 响 而 


处 于 静止 状态 . 现在 来 看 一 下 这 条 线 是 如 何 向 外 运动 , 即 涡 旋 区 是 如 何 扩散 的 . 
由 (5.4.31) 求 出 对 应 于 这 条 线 的 7 值 是 2, 记 相应 的 y 值 为 8, 由 (5.4.27) 

式 求 得 6， 
6=4Vu. (5.4.32) 
这 反映 了 所 划 出 的 那 条 线 是 随时 间 而 向 外 推进 的 , 即 涡 旋 区 是 扩散 的 ,扩散 的 速 
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度 是 


二 =2A/ 一 ， (5.4.33) 
在 开始 时 ,扩散 极 快 ,随后 逐渐 减 慢 . 
我 们 稍稍 改变 一 下 看 法 ,再 来 考察 涡 旋 扩散 的 问题 . 设想 速度 为 Cn 的 均 
匀 来 流 流 过 无 穷 大 平板 上 方 ,这 恰恰 是 在 上 面 所 述 的 问题 中 建立 固 连 在 平板 上 
的 运动 坐标 来 考察 相对 运动 的 情况 . 现在 回 到 所 述 问题 , 涡 量 扩散 规律 不 会 改 
变 ,均匀 来 流 流 过 距离 ! 所 需 时 间 为 


T= 下- (5.4.34) 


8=4V 汪 =4i/v 立 ， (5.4.35) 
0 


因而 

9 _ To 

T= 4 i = (5.4.36) 
式 中 这 


这 说 明 涡 扩散 距离 与 质点 流 过 工 离 之 比 具有 -二 的 量 级 . 如 果 来 流速 度 很 大 
€ 


以 致 Re 六 1 时 ,有 61, 这 说 明 涡 量 主要 集中 在 离 板 面 很 近 的 距离 之 内 . 实验 
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结果 证 实 了 这 一 点 ,这 在 以 后 讨论 边界 层 流动 时 十 分 重要 .Re 称 为 雷诺 数 , 在 
下 面 8.2 节 中 将 看 到 ,这 是 表征 流体 惯性 力 与 粘性 力 相对 重要 性 的 重要 无 量 纲 
参数 . 

涡 量 是 由 流 场 内 一 点 流体 质点 的 角速度 所 定义 的 ,流体 涡 旋 是 怎样 产生 的 ? 
即 流体 是 怎样 获得 角 动 量 的 ? 又 是 怎样 输 运 的 呢 ? 设想 一 个 完全 静止 的 流 场 ， 
其 涡 量 自然 为 零 . 在 流体 中 有 一 个 物体 突然 运动 ,流体 就 受到 了 扰动 ,这 个 扰动 
将 在 流体 中 扩散 开 去 . 扰动 之 一 是 压力 冲 量 ,在 流体 中 它 将 以 声速 传播 , 对 于 不 
可 压缩 流体 声速 为 无 穷 大 (在 可 压缩 流体 运动 一 章 中 将 详细 讨论 声速 这 个 概 
念 ), 因 而 压力 冲 量 瞬间 传播 . 另 一 方面 ,物体 的 突然 运动 ,由 于 粘性 作用 ,在 物 
面 上 流体 产生 了 剪 切 运动 , 即 产生 了 涡 量 . 涡 量 同样 将 在 流体 中 输 运 ,但 远 比 压 
力 冲 量 的 传播 要 慢 . 图 5.35 描绘 了 流体 质点 涡 量 产生 的 过 程 , 大 致 是 这 样 的 : 
由 于 粘性 作用 ,流体 质点 沿 壁 面 无 相对 滑 移 , 但 是 可 滚动 ,就 如 同 轴承 中 的 滚珠 
或 滚 柱 一 样 . 图 中 的 圆柱 显示 为 质点 的 旋转 ,其 半径 标记 了 其 涡 量 的 大 小 . 在 
壁面 上 剪 切 越 强 , 所 产生 的 涡 量 也 就 越 强 . 一 旦 在 物 面 上 产生 了 涡 量 , 则 通过 扩 
散 和 对 流散 布 到 流 场 其 余地 方 . 


(a) (b) 
5.35 流体 质点 涡 量 产生 示意 图 


无 论 是 层 流 还 是 湛 流 ,由 于 粘性 而 使 物 面 边 界 所 产生 的 边界 层 ( 涡 层 ) 中 ,如 
外 流 由 于 压强 在 流动 方向 降落 而 加 速 , 则 边界 层 中 的 流动 也 将 受 运 动 方向 冲 量 
的 作用 ,流体 将 沿 物 面前 进 ,反之 ,如 压强 在 流动 方向 是 增加 的 话 ,外 流 受 到 阻 
河 , 边 界 层 内 本 来 较 近 的 流动 更 将 受阻 滞 , 在 二 定 条 件 eZ 
下 当 动 能 消耗 完 后 就 被 迫 折 回 , 愈 来 愈 多 被 阻 滞 的 流 二 一 一 
体 在 边界 层 和 外 流 间 积聚 ,逆流 向 外 扩展 ,流动 “分 二 es: 
离 ”. 这 样 产 生 的 分 离 层 迅速 形成 一 个 或 多 个 涡 . 这 样 
的 涡 可 以 沾 留 在 物体 后 部 ,也 可 能 因 流 动 雷诺 数 超 过 ”图 5.36 扩张 管内 出 
一 定 值 而 脱离 冲 向 下 游 . 请 参阅 照片 9.2. 现 的 逆流 现象 


这 样 一 种 情况 ,也 发 生 在 管道 水渠 内 . 例如 ,在 截面 沿 流 动 方向 减 小 速度 


256 ， 第 五 章 ”流体 的 涡 旋 运动 


增 大 的 地 方 ,流体 在 截面 内 均匀 分 布 ;而 在 截面 沿 流动 方向 增 大 、 速 度 减 慢 的 地 
方 , 易 形成 逆流 ,并 引起 各 种 不 规则 流动 现象 (图 5.36). 同样 的 情况 也 会 在 管道 
转弯 处 发 生 , 而 且 更 复杂 . 
还 有 一 类 涡 生成 的 情况 . 如 图 5.37 所 示 ,流体 we 
流 过 一 尖 缘 物体 时 形成 了 速度 间断 面 , 这 同样 是 由 A 
于 粘性 作用 所 导致 的 . 并 且 由 于 往 下 游 速 度 减 慢 而 
出 现 分 离 形 成 涡 旋 ,继续 向 前 ,间断 面 将 破碎 , 涡 脱 
离 冲 向 下 游 . 图 5.38 显示 当 风 吹 过 建筑 物 时 ,在 建 7 
筑 物 的 背后 部 位 将 出 现 涡 旋 , 就 是 属于 这 一 类 pA 


现象 
V.G. 詹 森 在 1959 年 对 圆 球 绕 流 问题 求 出 了 TS 
涡 量 输 运 方程 的 解 、 涡 量 输 运 方程 是 
Dw _ 
Dr YY%. pe 


引入 流 函 数 y 后 成 为 
图 5.37 绕 流 尖 缘 物体 


2 
Sy+ + 弛 只 2 =v 时 涡 的 生成 及 破碎 


角 森 数值 求解 此 方程 ,所 得 的 结果 由 图 5.39 显示 出 来 . 
Ss EE 


We Re=5 


RE 
(b) Re = 20 
CE EE 
a (c) Re=40 . 
图 5.38 ” 风 吹 过 建筑 物 图 5.39 ”图 球 绕 流 的 流动 图 像 及 等 涡 线 
在 背风 处 形成 涡 旋 ( 詹 森 1959 数值 计算 结果 ) 


1991 年 ,P. 机 斯 特 森 做 了 类 似 詹 森 的 数值 计算 和 实验 ,但 在 非 定常 流动 条 
件 下 进行 . 图 5.40 显示 流体 绕 圆 柱 流动 在 不 同 启 动 时 刻 所 形成 的 涡 旋 ,数值 计 
算 和 实验 有 易 合 得 相当 好 ( 引 自 参考 文献 [10]). 

流体 粘性 所 产生 涡 的 现象 普遍 存在 , 涡 的 产生 、 发 展 及 破碎 是 一 个 非常 复杂 
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的 过 程 ,要 求 出 其 解析 解 在 目前 是 十 分 困难 的 ,迄今 做 的 工作 大 部 分 是 实验 结果 
和 在 一 定 流动 条 件 下 的 数值 计算 . 


图 5.40 在 不 同 启 动 时 刻 流体 绕 圆柱 的 流动 , Re=3 000 〈a) 数值 模拟 ; (b) 实验 


图 5.41 是 E.O. 麦 卡 格 诺 对 突然 扩张 直 圆 管 中 所 形成 的 涡 的 数值 计算 和 实 
验 结果 ( 引 自 参考 文献 [11]) ,流动 是 定常 的 ,实验 的 雷诺 数 和 数值 计算 的 雷诺 数 
略 有 不 同 ,但 相差 很 小 . 可 以 看 到 在 突然 扩张 的 角 上 形成 了 涡 旋 . 
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图 5.41 突然 扩张 直 圆 管内 定常 流 形成 的 涡 旋 . 管 径 扩张 比 为 2 


小 结 


本 章 简单 介绍 了 流体 涡 旋 运动 的 基本 概念 和 运动 性 质 , 导出 了 涡 旋 所 感 生 
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的 流体 运动 公式 ,讨论 了 涡 旋 产 生 的 原因 . 

涡 量 是 流体 质点 旋转 快慢 程度 的 度量 , 涡 量 的 输 运 在 数学 上 由 涡 量 输 运 方 
程 表示 . 在 粘性 流体 中 , 涡 旋 的 扩散 有 特别 的 意义 . 

无 粘 正 压 流体 在 体力 有 势 条 件 下 的 运动 是 一 种 理想 运动 状态 ,在 这 种 运动 
状态 下 , 涡 旋 具有 保持 性 ,不 仅 涡 线 、 涡 面 和 涡 管 是 保持 的 ,而 且 涡 管 强度 也 是 保 
持 的 . 这 些 性 质 以 开尔文 定理 和 交 姆 霍 兹 定理 表示 出 来 . 

涡 旋 的 存在 使 流 场 诱导 产生 速度 场 . 对 于 线 涡 ,其 诱导 速度 是 比 奥 一 萨 瓦 
尔 公式 . 本 章 着 重 讨论 了 涡 对 、 卡 门 涡 街 和 兰 金 组 合 涡 ,它们 在 涡 旋 研 究 中 占有 
重要 地 位 ,长 期 受到 重视 . 

涡 旋 产生 的 原因 很 多 ,也 十 分 复杂 . 本 章 简单 讨论 了 流体 非 正 压 性 、 体 力 无 
势 和 粘性 这 三 个 因素 对 涡 产 生 的 影响 . 

由 于 涡 旋 运动 的 复杂 性 和 重要 性 ,这 方面 的 研究 已 做 了 很 多 ,但 仍 有 许多 问 
题 等 待 认识 ,还 有 大 量 工作 要 做 ,本 章 对 此 仅仅 是 初步 的 介绍 . 


“实验 中 的 发 现 


( 八 ) 二 次 流 

二 次 流 是 指 在 主流 动 区 域内 所 出 现 的 一 种 与 主流 性 质 不 同 的 从 属 流动 , 它 
的 产生 原因 很 多 ,表现 也 比较 复杂 ,例如 圆 形 开口 容器 与 弯曲 通道 中 的 流动 , 非 
圆 形 模 截面 直 管 道 的 满 流 流动 和 固体 在 流体 中 作 振 荡 运 动 时 均 可 能 产生 二 次 流 
动 ,它们 分 别称 为 第 一 、 第 二 和 第 三 类 二 次 流 ,这 里 仅 介 绍 一 些 与 第 一 类 有 关 的 
情况 ， 

大 约 公元 前 460 年 前 后 ,希腊 哲学 家 与 政治 家 恩 贝 多 克利 (492 一 432B. C. ) 
在 观察 自然 界 的 旋风 和 搅动 圆 形容 器 中 的 液体 使 其 沿 固 壁 转动 时 ,发 现在 过 中 
心 轴 的 横 截面 上 出 现 一 对 称 环流 ,如 图 5.42(a) 所 示 ,如果 液 体 中 含有 沙 粒 或 茶 
叶 等 固体 物质 ,只 要 它们 的 重量 超过 自身 的 浮力 ,这 些 物质 就 会 迁移 至 底部 中 心 
并 积存 在 那里 ,这 一 现象 现 称 为 “茶杯 现象 ” 二 他 记 语 地 认 罗 放生 有 于波 休 在 

固 壁 上 粘 附 作 用 引起 的 . 

1857 年 ,J. 汤姆 森 对 这 一 现象 进行 了 专门 研究 . 1876 一 1877 年 他 又 研究 了 
一 些 与 此 类 似 的 流动 ,如 流体 在 弯曲 河道 与 管道 中 的 流动 ,并 用 实验 证 明了 他 的 
解释 ,1868 年 ,J.V. 布 辛 涅 斯 克也 研究 了 摩擦 阻力 对 这 类 流动 的 影响 ,他们 均 认 
为 摩擦 阻力 会 使 流动 产生 横向 速度 分 量 从 而 改变 流 场 的 速度 分 布 ,同时 也 认为 
为 了 保持 流体 运动 必须 在 径 向 有 一 压强 梯度 以 平衡 流体 的 离心 力 , 即 需 满足 关 
系 式 
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其 中 po 与 p 分 别 为 流体 的 密度 与 压强 ,r 为 流体 微 元 至 曲率 中 心 的 径 向 距离 和 
UU 为 流体 微 元 在 流 线 上 的 切 向 速度 , 这 样 侧 壁 附近 的 压强 必 较 中 心 处 的 为 
大 . 如 果 假 定 运动 时 沿 任 一 垂直 线 上 的 压强 分 布 遵循 静 压 强 分 布 规律 则 上 
式 变 为 


L2 ad 
ER (1) 
其 中 da 为 流体 微 元 至 界面 的 深度 ,用 同样 的 假定 可 将 能 量 方程 写 为 
4+ = 党 数 . 2) 
8 
对 > 微分 此 式 , 并 利用 (1) 式 有 
+H=0. (3) 
积分 此 式 有 
Ur = 常数 . 


它 表明 :流动 为 一 自由 涡 ,中 心 处 的 速度 最 高 ,压强 最 低 ,很 显然 ,底面 附近 的 压 
强 较 液 面 附 近 的 为 高 ,这 样 ,在 底面 附近 ,流体 就 有 从 侧 壁 流向 中 心 , 再 沿 中 心 轴 
附近 从 底面 向 上 流向 液 面 的 趋势 . 

从 (2) 式 可 以 看 出 ,底面 附近 的 速度 U 远 较 液 面 附近 的 为 低 , 即 前 者 的 离心 
力 较 后 者 为 小 . 同时 ,自由 液 面 为 一 常 压 面 , 在 它 与 附 壁 层 和 较 大 离心 力 的 共同 
作用 下 , 液 面 下方 的 高 速 流体 将 不 断 地 从 中 心 流向 侧 壁 ,再 沿 侧 壁 往 下 将 侧 壁 附 
壁 层 内 运动 缓慢 的 流体 驱 走 . 自己 的 速度 也 迅速 下 降 ,并 在 侧 壁 附 壁 层 作 缓慢 
运动 ,这 样 ,就 形成 了 如 图 5.42(a) 所 示 的 二 次 环流 . 如 果 将 主流 与 环流 相 秋 加 
则 底面 附近 的 流动 如 图 5.42(b) 所 示 . 


图 5.42 
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几乎 与 因 贝 多 克利 同时 ,我国 春秋 末 战 国 初 ( 约 475 年 B.C. ) 所 编著 的 《 考 
工 记 :匠人 ;一 书 中 ,就 有 人 们 对 于 弯曲 水 流 认 识 的 记载 如 “和 欲 为 渊 , 则 名 为 矩 ”， 
郑玄 注释 为 水 “ 太 曲 则 流转 ,流转 则 其 下 成 渊 ”. 清 人 程 瑶 田 则 简单 地 解释 为 ,在 
弯曲 的 水 流 中 ,由 于 离心 力 的 作用 ,水 体 的 重心 将 略为 向 上 与 向 外 移动 ,使 河流 
止 岸 的 水 位 增高 , 凸 岸 的 水 位 下 降 , 即 在 河床 的 横 截 面 上 形成 水 位 差 ,使 下 层 含 
粗 沙 的 水 流 由 四 岸 流向 凸 岸 并 转 而 向 上 ,上 层 含 细 沙 的 水 流 由 凸 岸 流 向 四 岸 并 
转 而 向 下 形成 横向 环流 . 随 之 河床 底面 的 沙 石 亦 将 由 四 岸 移 向 凸 岸 一 侧 . 更 令 
人 吃惊 的 是 这 一 原理 早 在 许多 著名 的 灌溉 工程 中 加 以 应 用 ,如 公元 前 246 年 韩 
国 水 工 郑 国 为 秦 国 设计 引 泾 入 洛 的 郑 国 渠 , 渠 首 取 在 泾 水 凹 岸 稍 偏 下 游 的 地 方 ， 
这 是 非常 科学 的 ,因为 在 水 流 上 层 , 纵 向 流速 与 横向 流速 的 合 速度 是 指向 四 岸 稍 
偏 下 游 的 ,而 且 河 流 的 最 大 速度 也 在 上 层 , 这 样 可 使 进入 渠道 的 水 量 最 大 ,同时 
带 入 大量 细 泥 ,进行 “ 洪 灌 ” ,而 下 层 水 流 的 合 速度 指向 凸 岸 偏 下 游 的 地 方 , 使 一 
切 粗 沙 石 积 沉 在 那里 ,免得 进入 渠道 后 造成 堵塞 . 又 如 公元 前 251 年 ,由 李冰 主 
持 建造 的 都 江 堰 灌溉 工程 , 它 由 鱼 咀 , 飞 沙 堰 和 宝 瓶 口 三 部 分 组 成 . 岷江 从 西北 
方向 来 , 鱼 咀 将 其 分 为 内 江 与 外 江 ,并 由 此 转向 正 南 , 飞 沙 堰 位 于 内 江西 侧 凸 岸 ， 
上 层 水 流 的 合 速度 指向 东南 方向 , 正 对 宝 瓶 口 以 便 取水 ,而 下 层 水 流 的 合 速度 指 
向 西南 方向 , 正 对 飞 沙 堰 及 排 沙 渠道 ,这 样 就 实现 了 “正面 取水 ,侧面 排 沙 ” 的 目 
标 . 再 如 隋 代 (5$81 一 618A.D. ) 宇 文 恺 在 治理 位 于 洛阳 南方 的 洛 水 时 ,将 原 为 由 
西向 东 直 流 的 洛 水 , 改 为 在 洛阳 东南 转向 东北 流 ,并 在 转弯 处 采用 优 月 形 河道 ， 
使 洛阳 位 于 洛 水 凸 岸 一 侧 , 以 增加 安全 . 


习 题 


5.1 求 下 列 流 场 的 涡 量 场 和 涡 线 : 
(1) v = xyzr, r=zxit y+ xzk; 
(2) u=y+2z, v=z+2x, w=7r+2y. 


5.2 已 知 平面 流动 速度 分 布 是 
2 ， 
ve = jl-e 和 )， v, = 0, 


其 中 Pu,， 是 常数 . 求 ; 
(1) 涡 量 场 ;(2) 任 周 线 + = R 的 速度 环 量 ;(3) 通过 全 平面 的 涡 通 量 . 
5.3 已 知 流 场 速度 分 布 是 


u=— ,v= ,w=0 
Pty Rt ， 


c 是 常数 . 
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(1) 用 速度 环 量 说 明 流 动 是 否 有 旋 ; 
(2) 作 一 围绕 z 轴 的 任意 封闭 曲线 , 求 沿 该 曲线 速度 环 量 . 
5.4 证 明 由 以 下 速度 场 
u= ky, v=kz, w=V c -2 (rx + y) 
所 确定 的 运动 中 , 涡 矢量 与 速度 矢量 方向 相同 ,并 求 涡 量 和 速度 间 关 系 . 上 式 中 四 ,c 为 
常数 . 


“5.5 对 涡 通 量 J = ] wd5, 说 明 影 响 入 的 因素 . 
5.6 已 知 流体 通过 漏斗 时 旋转 的 速度 分 量 是 ， 


在 0 委 > 委 ac:mw=0，za 四 = 二 Or，z =0， 


在 r 之 a: v=0，w= 方 0 一， vw, = 0， 


式 中 0 为 旋转 角速度 ,是 一 常数 . 试 求 涡 量 并 判断 有 旋 及 无 
旋 区 域 . 

5.7 在 平面 环形 区 域 < r< a; 中 涡 量 等 于 一 常数 ,而 
在 r<ai,r>as 区 域 中 流体 静止 . 设 + = ci ,r= as 是 流 线 ， 
在 >= al 上 流体 速度 是 Uu ,r =a, 上 流体 速度 趋 于 零 . 求 环 
形 区 域内 涡 量 值 . 

“5.8 在 一 平面 渠道 内 放 有 一 半径 为 e 的 半 柱 体 . 已 知 涡 
量 场 w = - 不, 无穷 远 来 流 w<= bi ,流体 为 不 可 压缩 , 式 中 6 
是 常数 . 试 将 问题 归结 为 给 定 旋 度 的 不 可 压缩 流动 问题 和 无 
旋 的 不 可 压缩 流动 问题 的 又 加 ,给 出 对 应 的 边界 条 件 . 

5.9 不 可 压缩 流体 的 平面 运动 速度 已 知 是 

4(y — 2) e 4(z — 1) 
(z-1) +(y-2)’ (zr-1) +(y- 2 

(1) 速度 场 可 由 哪 两 个 简单 流动 到 加 构成 ; 

(2) 求 圆心 在 原点 半径 为 3 的 圆周 上 的 速度 环 量 . 

“5.10 对 于 以 常 角速度 2 旋转 同时 以 常 速度 Vo 平移 的 运动 坐标 系 , 若 无 粘 不 可 压缩 流 
体质 量力 有 势 , 证 明 涡 量 方程 在 此 运动 坐标 系 中 有 如 下 形式 ， 


9@ Dr- 2 
+Qxwot (PE jo=(o.v) 


& 三 4 一 


式 中 “” 表 示 在 运动 坐标 系 中 求 导 ,于 =v 一 Vo 一 QL Xr ,r 是 运动 坐标 系 中 矢 径 ,V 是 绝对 
速度 . 
5.11 无 粘性 不 可 压缩 的 均 质 流体 在 质量 力 有 势 条 件 下 作 平 面 运动 ,证 明 
aow? 
‘at 
”5.12 无 粘性 正 压 流 体 在 质量 力 有 势 条 件 下 作 平 面 定常 运 动 ,证 明 若 涡 量 w 是 常数 ， 
则 有 


+Y:(wv)=0. 
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本 + 耳 + P+ wy= 常数 . 


式 中 少 称 为 流 函数 ,其 定义 是 x= 池 ,o= - 下. 

5.13 ”无 粘性 不 可 压缩 流体 的 平面 运动 中 , 若 质量 力 有 势 , 流 体 正 压 , 则 沿 质点 运动 轨迹 
有 了 2 = 0. 

5.14 如 图 放置 4 个 与 z 轴 平 行 的 无 限 直线 涡 : 在 
Ai(r,9) 处 强度 是 了 ,在 A; (>,r- 9) 处 强度 是 - ,在 A 
(r,x+0) 处 强度 是 工 ,在 Auo(r,2r- 9) 处 强度 是 - 下. 求 
A; 处 涡 运动 的 轨迹 . 

5.15 证 明 涡 对 的 下 述 性 质 ， 

(1) 如 两 个 点 涡 旋转 方向 相同 , 则 涡 旋 惯 性 中 心 位 于 两 
点 涡 联 线 上 近 强 点 涡 的 一 侧 ; 

(2) 如 两 个 点 涡 旋 转 方向 相反 , 则 涡 旋 惯性 中 心 位 于 两 
点 涡 联 线 的 延长 线 上 近 强 点 涡 的 一 侧 ; 5 14 题 图 

(3) 如 两 个 点 
涡 旋 转 方向 相反 且 强 度 相同 , 则 涡 旋 惯性 中 心 在 无 
穷 远 处 ,其 转动 角速度 为 零 

5.16 在 原 静止 的 不 可 压缩 无 界 流 场 中 ,在 x 
=0 平 面 上 放置 一 强度 为 一 的 卫 形 涡 线 . 求 2=0 
平面 上 隐形 涡 线 所 围 区 域 的 速度 场 . 

5.17 不 可 压 无 界 流 场 中 有 一 对 强度 为 卫 的 
直线 涡 ,方向 相反 ,分别 放 在 (0, 户 ) 与 (0, 一 及) 点 上 ， 
无 穷 处 有 一 股 均匀 来 流 V。 使 这 两 个 涡 线 停留 不 
动 , 求 Vw 及 对 应 的 流 线 方程 . 

5.16 题 图 5.18 无 粘性 不 可 压 的 流体 中 沿 x 轴 放 置 一 
无 限 长 平板 ,其 上 方 h 处 有 一 强度 为 本 的 直线 涡 , 在 无 穷 处 有 一 压强 为 po 速度 为 Vo 且 与 平 
板 平行 的 均匀 来 流 . 若 平板 下 背面 所 受 压强 为 po , 求 单位 长 平板 上 所 受 总 的 力 . 
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“5.19 求 重力 作用 下 上 界面 接触 静止 大 气 的 兰 金 组 合 涡 的 自由 面 形状 . 
“5.20 例 5.6 奥 森 涡 ,设想 一 个 中 心 在 = 轴 的 圆 向 外 膨胀 以 致 它 包围 的 涡 通 量 不 变 , 确 
定 圆 的 面积 随时 间 的 变化 规律 S(z). 


EN 于 无 类 性 不 可 庄 缩 流体 的 
无 旋 运 动 


无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 是 流体 力学 中 一 种 理想 化 的 简单 模型 , 它 
可 以 给 出 许多 有 用 的 结果 ,并 为 研究 更 复杂 的 流动 现象 葛 定 基础 、 本 章 着 重 讨 
论 了 两 类 这 样 的 无 旋 运 动 ,一 类 是 平面 无 旋 运动 , 另 一 类 是 空间 轴 对 称 无 旋 运 
动 . 根据 基本 方程 组 (6.1), 对 于 这 两 类 无 旋 运 动 既 可 用 速度 势 函数 进行 讨论 ， 

也 可 以 同时 引进 流 函数 加 以 讨论 (6.2). 

| 平面 无 旋 运 动 是 本 章 讲解 的 重点 . 由 于 这 种 流动 的 特点 ,引进 了 复 势 函数 
(6.3), 在 导出 柱 体 受 力 复 势 表示 (6.4) 之 后 ,介绍 了 三 种 求 复 势 函 数 的 方法 : 奇 
点 登 加 法 (6.5)、 镜 像 法 (6.6) 和 共 形 映射 法 (6.7). 对 于 空间 轴 对 称 运动 ,主要 
介绍 了 奇 点 迭 加 法 (6.8). 最 后 ,简单 介绍 了 非 定常 绕 流 问题 . 

几 个 重要 的 物理 现象 和 物理 概念 也 将 在 本 章 介 绍 ,如 达 朗 伯 伴 雇 、 颂 可 夫 斯 
基 假 定 ,附加 质量 等 . 对 它们 的 讨论 将 有 助 于 加 深 了 解 流体 力学 的 某 些 基本 
规律 . 


6.1 无 粘性 不 可 压缩 流体 无 旋 
运动 的 基本 方程 组 


描述 流体 质点 运动 的 交 姆 霍 效 定律 说 明 筑 体质 点 的 运动 由 平 动 , 变 形 和 旋 
转 三 种 形式 构成 . 质点 的 旋转 用 旋 度 或 涡 量 来 描记 ,如 果 在 所 讨论 的 流动 区 域 
内 流体 的 旋 度 不 为 零 , 就 说 在 此 区 域内 流动 有 旋 ;如 旋 度 为 零 ,就 说 在 此 区 域内 
流动 无 旋 . 在 第 五 章 中 ,已 对 流体 涡 旋 的 几何 描述 、 涡 旋 的 性 质 和 在 一 定 条件 下 
涡 旋 的 产生 及 扩散 等 作 了 讨论 . 这 一 章 将 讨论 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 
动 . 在 开始 讨论 之 前 先 说 明 一 下 这 类 运动 的 实际 意义 及 适用 范围 . 

真实 流体 是 有 粘性 的 ,在 流动 过 程 中 粘性 力 对 流动 起 一 定 的 作用 . 对 于 绕 
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物体 (如 飞机 、 火 车 、 水 下 船只 和 建筑 物 外 部 ) 的 流动 ,比较 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 
各 项 量 级 可 以 看 到 ,惯性 力 与 粘性 力 之 比 和 流体 的 粘度 成 反比 ,和 来 流速 度 及 物 
体 的 特征 尺度 成 正比 .水 和 空气 的 粘度 系数 分 别 是 1.0xX10 “m/s 和 1.5x10 
m/s, 只 需 几 厘米 大 小 的 物体 以 每 秒 几 厘米 的 速度 运动 就 可 使 这 个 比值 达 中 等 
大 小 ,因而 对 所 列举 的 几 种 绕 流 而 言 ,惯性 力 和 粘性 力 比值 相当 高 , 即 粘性 效应 
相对 惯性 效应 来 说 属于 次 要 因素 ,可 以 利用 此 点 使 问题 简化 . 实际 上 ,实验 已 表 
明 ,流体 绕 过 物体 时 ,在 物体 表面 形成 很 薄 一 层 区 域 ,在 那里 流体 强烈 有 旋 ,粘性 
效应 显著 ,而 在 此 薄 层 之 外 的 大 部 分 区 域内 可 以 忽略 不 计 粘 性 . 因此 在 研究 不 
脱 体 绕 流 的 压强 分 布 且 不 研究 阻力 时 ,就 可 把 流体 作为 无 粘性 的 来 处 理 . 实际 
上 惯性 力 和 粘性 力 成 高 比值 的 现象 要 比 低 比 值 的 现象 普遍 得 多 ,因此 无 粘性 的 
简化 模型 是 有 一 定 意义 的 . 另 一 方面 ,在 通常 条 件 下 液体 和 低速 气体 的 运动 , 压 
缩 性 影响 可 以 忽略 ,这 又 使 得 我 们 可 以 把 流体 近似 地 看 作 是 不 可 压缩 的 . 

涡 保持 性 的 拉 格 朗 日 定理 指出 ,在 一 定 条 件 下 的 无 粘性 流体 ,如 果 在 初始 时 
刻 没有 涡 量 的 话 , 以 后 也 就 永远 不 能 获得 涡 量 . 所 以 对 无 穷 远 处 均匀 来 流 的 定 
常 绕 流 以 及 从 静止 起 动 的 非 定常 运动 这 一 类 问题 都 可 以 用 无 旋 运 动 的 模型 来 
处 理 . 

通过 上 面 讨论 可 以 清楚 地 看 到 ,无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 是 真实 流 
体 运动 在 一 定 条 件 下 的 一 种 简化 ,对 它 的 研究 具有 重要 的 实际 意义 . 

(一 ) 无 粘性 不 可 压缩 流体 无 旋 运 动 的 速度 势 函数 及 基本 方程 组 

无 粘性 不 可 压缩 流体 运动 应 满足 的 基本 方程 组 和 边界 条 件 是 


divv = 0， 
Do_p_l1 
Dr = Ft us 
在 上 =zo 时 ， 
v=vo0, p= po, 
在 固 壁 上 ， 


v "nl, = wh. 

此 外 ,如 存在 自由 面 ,应 加 上 自由 面条 件 ;如 是 无 界 区 域 ,应 加 上 无 穷 远 处 的 条 
件 ;如 是 管 流 一 类 的 运动 , 则 还 应 加 上 进出 口 条 件 . | 

这 是 一 组 最 简单 的 流体 运动 方程 组 ,但 由 于 它 是 非 线性 的 ,而 且 速 度 和 压强 
又 耦合 在 一 起 ,要 求 它 的 一 般 解 是 困难 的 . 只 有 在 某 些 特殊 流动 条 件 下 , 非 线性 
项 自动 消失 或 者 存在 首次 积分 时 ,才能 有 解 . 

如 果 在 所 讨论 的 流动 区 域内 ,流体 的 运动 是 无 旋 的 , 即 rot w =0, 则 必定 存 
在 一 个 势 函 数 p(z,y,z;t) 使 得 

v= Vp. (6.1.1) 
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通常 称 势 函 数 p(z, y, zx; :) 为 速度 势 ,因而 也 常常 称 无 旋 流 动 为 势 流 . 将 
(6.1.1) 式 代入 不 可 压 流 体 运动 的 连续 性 方程 后 就 得 到 
Vyp=0 (6.1.2) 
这 是 拉 普 拉 斯 方程 ,在 给 定 的 边界 条 件 下 可 以 求解 . 问题 现在 变 得 简单 多 了 . 
首先 , 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 ,在 数学 上 已 经 有 了 一 些 成 熟 的 解法 ;其 次 , 原 
来 在 基本 方程 组 中 速度 和 压强 是 耦合 的 , 现 已 转化 为 只 需 解 速度 势 就 可 以 了 ,成 
了 一 个 纯粹 的 运动 学 问题 . 在 求 得 速度 势 和 流动 速度 后 , 代 人 运动 方程 就 可 求 
出 压强 p 来 . 对 于 正 压 流体 和 体力 有 势 的 情况 , 当 流 动 无 旋 时 ,存在 着 拉 格 朗 日 
积分 
pv P+ et), (6.1.3) 
式 中 忆 是 压强 函数 , 卫 是 体力 势 . 压强 函数 已 就 可 以 由 这 一 式 算出 . 在 本 章 
中 ,研究 密度 不 变 的 流体 ,并 假定 体力 是 重力 ,因此 P= 万 , 世 = gz, 计 算 压强 p 


就 是 十 分 容易 的 . 
这 样 ,无 粘性 不 可 压缩 流体 无 旋 运 动 的 基本 方程 组 和 初 边 值 条 件 是 


Vy =0, (6.1.2) 
9 v2 
i (6.1.3) 
在 1=zo 时 ， 
Vo=v, p=po, (6.1.4) 
在 固 壁 上 ， 
a =v。*n, (6.1.5) 


w 


同时 还 应 补充 其 他 边界 条 件 ,如 自由 面条 件 、 无 穷 远 处 条 件 、 管 道 的 进出 口 条 件 
等 , 视 具 体 的 边界 而 定 . 

现在 我 们 分 析 原 来 静止 的 流体 受到 瞬时 灶 力 冲 量 后 所 产生 的 流动 ,如 物体 
突然 冲 人 水 中 而 产生 的 运动 ,对 速度 势 函 数 给 出 动力 学 的 解释 . 

将 无 粘性 不 可 压 流 体 的 欧 拉 方 程 关于 时 间 从 零 到 瞬时 力作 用 时 间 At 积 
分 ,有 


Lt gy Ai 加 At _1 At 
at[ Co “Vv di = | Fd a vpdi. 


在 开始 时 刻 :=0 时 ,流体 是 静止 的 ， 
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式 中 右 端 v 表示 瞬时 力 消失 时 流体 的 运动 速度 . 而 且 由 于 At 极 短 ,可 以 认为 在 
At 时 间 内 流体 质点 没有 离开 原先 位 置 . 这 样 方程 中 |”(v .9)o dt 和 |” Fd 
与 At 同一 量 级 , 当 At -> 0 时 的 极限 为 零 ,由 此 得 到 
ERT 二 | vp 三 vz a 
记 瞬 时 压力 冲 量 为 了， 
J = | pdi, 


于 是 有 - . v=Y ( er 
这 就 是 说 ,在 时 刻 At 当 瞬 时 力 停止 作用 时 ,流体 开始 运动 ,这 样 的 运动 是 有 势 
的 ,存在 速度 势 p ,为 
p= pi 
这 就 说 明了 势 函 数 的 力学 意义 . 
例 6.1 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 均匀 来 流 , 绕 过 一 无 穷 长 直 圆 柱 . 已 知 均匀 
来 流速 度 V。 ,圆柱 半径 a ,流体 密度 p ,不 计 重 力 , 没 有 环 量 , 求 流 场 速度 及 圆柱 


表面 所 受 压强 (图 6.1). 


图 6.1 圆柱 均匀 绕 流 
解 ” 由 已 知 条 件 可 知 ,这 是 一 个 无 旋 的 二 维 流动 ,存在 速度 势 p(z,y，,z)， 
速度 势 所 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 和 边界 条 件 在 柱 坐 标 形式 下 是 


2 2 
dl pd 
Ei t+ 了 


在 r=a 处 ， 


在 无 穷 远 处 ， 
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解 这 个 问题 最 简单 的 办 法 是 变量 分 离 法 ,可 以 设 p= 及 (r)@(6) 求 解 .但 这 样 
做 比较 复杂 (读者 可 尝试 一 下 ) ,在 分 析 边 界 条 件 后 不 妨 设 p= R(x)cos 9, 于 是 
方程 和 边界 条 件 简化 成 
R'(r)+ FR’'(r) -点 R(r)=0， 
在 r=a 处 ， R'(r)=0， 
在 无 穷 远 处 ， R'(r)= V。， 
上 述 R(r) 满 足 的 是 欧 拉 方程 ,有 通 解 


R(r)= cr+c: 二， 


由 边界 条 件 可 定 出 常数 ， 

ci1= Vs, C2= Va; 
故而 R(r)=V, (r+e), 
因此 速度 势 p 及 速度 是 


在 圆柱 壁 上 流体 速度 是 

v,|, = 0， 

vp 上 一 一 2V。sin 0 
圆柱 壁 上 的 压强 p|。 由 伯 努 利 方程 求 得 ， 


所 以 
pls= po +p( VE — v|,) 
= po + 方 pV (1 ~ 4sin? 0). 
“ (二) 速度 势 函 数 和 无 旋 运 动 的 某 些 性 质 
满足 拉 普 拉 斯 方程 的 速度 势 函数 p ,是 一 个 调和 函数 ,在 高 等 数学 中 已 了 解 
了 它 的 一 些 性 质 ,因此 下 面 将 仅仅 列 出 速度 势 函 数 和 无 旋 运动 的 某 些 性 质 . 
(1) 在 单 连 通 区 域内 ,速度 势 函 数 是 单 值 函 数 , 在 多 连通 区 域内 ,速度 势 函 


数 是 多 值 函数 . 
(2) 在 流 场 内 部 ,速度 势 不 能 达到 极 大 值 或 极 小 值 . 
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(3) 速度 的 极 大 值 只 能 在 流动 区 域 边界 上 达到 . 

(4) 在 流 场 内 部 ,压强 p 不 能 达 极 小 值 . 

(5) 流体 动能 的 速度 势 表示 

单 连通 区 域 . 流 场 +, 边 界 S, 取 边界 外 法 线 n. 

如 果 这 个 单 连通 区 域 是 有 界 的 (如 物体 在 充满 流体 的 大 容器 内 运动 ), S; 和 5， 
分 别 表 示 内 外 边界 ,ma 和 A 6.2), 则 流体 动能 为 


K= 锡 pj2dS - 外 并 PdS. (6.1.6) 


如 果 这 个 单 连通 区 域 是 无 界 的 (如 物体 在 比 它 的 特征 尺度 大 得 多 的 流体 域 
中 运动 ), 即 可 把 它 看 作 外 边界 $S, 扩张 到 无 穷 远 的 有 界 单 连通 区 域 (图 6.3). 
设 无 穷 远 处 流体 速度 为 零 , 则 流体 动能 为 
K = fcQ- a vedS (6.1.7) 


注 


式 中 c= gp|g-.。 是 常数 ,Q 是 流体 通过 面积 S, 的 体积 流量 . 


图 6.2 有 界 单 连通 区 域 图 6.3 无 界 单 连 通 区 域 


双 连 通 区 域 。 
如 果 这 个 双 连 通 区 域 是 有 界 的 (如 由 内 外 两 个 柱 形 边界 所 围 成 的 流体 区 域 )， 
可 作 分 隔 面 Ss 使 它 成 为 单 连通 区 域 (图 6.4 所 示 ) ,单位 宽 区 域 中 流体 动能 为 


玫 = 攻 2 人 p32ds + 吕 To Qs, (6.1.8) 


式 中 T, 是 绕 内 边界 的 速度 环 量 , F。= 和 dr = p_ - p, 为 隔 面 两 侧 p 之 差 ， 
Q, 是 通过 单位 宽 隔 面 S, 的 体积 流量 . 

如 果 这 个 双 连 通 区 域 是 无 界 的 ,可 把 它 看 作 是 外 边界 S, 扩张 到 无 穷 远 的 
有 界 双 连 通 区 域 (图 6.5). CR 
-全 全 5 到 JEdS -2 ods 
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= 98 人 
5 { Pind t+ 分 To Qs,, (6.1.9) 
(一 0) 


式 中 = 9 -由 In +,Q 是 通过 Si 面体 积 流量 , Ss 是 以 零点 为 中 心 所 作 小 圆 的 
面积 . 


图 6.4 有 界 双 连 通 区 域 图 6.5 无 界 双 连通 区 域 


最 后 我 们 要 注意 ,在 推导 速度 势 p 所 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 时 , 仅 用 到 了 两 
个 条 件 :(1) 流 体 的 不 可 压缩 性 ; (2) 流 动 的 无 旋 性 ,所 以 可 以 得 出 结论 : 

(1) 对 于 粘性 的 不 可 压缩 流体 ,如 果 运 动 是 无 旋 的 , 那 末 也 存在 速度 势 函 数 
9, 且 同样 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 但 要 注意 ,边界 条 件 发 生 了 变化 ,和 无 粘性 流体 的 
边界 条 件 是 不 一 样 的 . 同时 ,压强 已 不 能 简单 地 由 类 似 (6.1.3) 式 那样 的 首次 积 
分 来 求 . 

(2) 前 面 推导 过 程 中 ,与 流动 是 否定 常 无 关 , 即 使 对 于 非 定常 运动 , 速度 势 
满足 同样 的 拉 普 拉 斯 方程 ,时 间 + 在 方程 中 是 以 参数 形式 出 现 的 ,并 且 在 边界 条 
件 中 反映 出 来 . 

无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 ,在 数学 上 归结 为 求 速度 势 p 的 拉 普 拉 斯 
方程 的 纽曼 问题 . 由 于 在 高 等 数学 中 对 这 样 的 数学 问题 有 详细 讨论 ,下 面 不 再 
奖 述 . 从 本 章 第 二 节 起 ,我 们 将 讨论 无 粘性 不 可 压缩 流体 两 类 较为 简单 的 无 旋 

运动 一 一 平面 流动 和 空间 轴 对 称 流动 ,归结 其 基本 方程 ,给 出 它们 的 解法 ,分 析 
它们 的 流动 特点 . 


6.2 > 


无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 在 数学 上 归结 为 速度 势 函数 满足 拉 普 拉 斯 
方程 的 纽曼 问题 . 尽管 要 比 欧 拉 方 程 容易 求解 ,但 在 边界 比较 复杂 的 情况 下 , 仍 
然 不 易 处 理 , 因 此 在 这 一 章 中 ,将 主要 讨论 两 类 较 简单 的 流动 , 即 平面 运动 和 空 
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间 轴 对 称 运动 . 

平面 运动 指 这 样 的 一 种 流动 状态 : 流 场 中 各 点 流体 速度 都 平行 于 某 一 固定 
平面 ,并 且 各 物理 量 在 此 平面 的 垂直 方向 上 没有 变化 . 通常 设 该 平面 为 z 一 y 
平面 ,或 在 柱 坐 标 系 中 为 >- 0 平面 ,垂直 于 该 平面 的 某 轴 为 z 轴 . 在 这 样 坐标 
系 中 ,平面 运动 的 任 一 物理 量 与 z 坐标 无 关 ,速度 的 z 轴 方 向 分 量 为 零 , 即 


在 实际 的 工程 问题 和 自然 现象 中 ,严格 意义 下 的 平面 运动 是 不 存在 的 . 但 
是 , 当 流动 的 物理 量 在 某 一 方向 上 变化 比 相 对 应 于 其 它 方向 上 变化 要 小 ,并 且 在 
该 方向 上 速度 分 量 也 很 小 时 ,就 可 以 把 这 样 的 流动 简化 为 平面 流动 . 例如 低速 
飞行 的 机 权 , 由 于 通常 机 器 长 度 与 宽度 的 比 相当 大 , 当 我 们 在 讨论 离开 机 器 端点 
部 位 的 流动 时 ,可 以 忽略 端点 影响 . 将 机 器 看 成 是 无 限 长 的 ,这 时 牌 直 于 机 可 长 
度 方向 的 各 平面 上 流动 基本 相同 ,从 而 简化 为 平面 运动 . 

空间 轴 对 称 运动 指 另 一 类 流动 状态 :在 流 场 中 存在 着 对 称 轴 ,所 有 流体 质点 
都 在 通过 轴线 的 平面 内 运动 ,而 且 所 有 这 些 过 轴线 的 平面 内 的 运动 情况 都 是 相 
同 的 即 
=0， v=0. 
在 实际 问题 中 ,同样 会 遇 到 大 量 的 空间 轴 对 称 运 动 , 如 炮弹 在 空中 直线 飞行 时 ， 
所 引起 的 流体 流动 ,就 是 一 个 典型 的 空间 轴 对 称 运 动 例 子 . 

(一 ) 不 可 压缩 流体 平面 运动 的 流 函 数 

1. 流 函 数 及 其 性 质 

不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 是 

divm =0. 
如 果 流 体 作 平面 运动 , 取 上 面 所 说 的 平面 为 zx- y 平面, 则 连续 性 方程 写成 
5 二 一 0. (6.2.1) 


a EY (6:2.2) 
这 样 连续 性 方程 (6.2.1) 就 自动 满足 了 ,通常 称 这 个 标量 函数 y 为 流 函 数 . 
在 柱 坐 标 系 的 情况 下 ,平面 运动 的 连续 性 方程 是 
Ce a (6.2.3) 
这 时 定义 流 函数 y 为 
w =- 红 ，w = 士 部 ， (6.2.4) 


6.2 平面 运动 和 空间 轴 对 称 运 动 的 流 函 数 ， 273 ， 


同样 连续 方程 (6.2.3) 也 自动 满足 . 
现在 以 直角 坐标 系 为 例 ,来 说 明 不 可 压缩 流体 平面 运动 流 函数 所 具有 的 基 
本 人 性质. 
(1) 等 流 函 数 线 是 流 线 
根据 流 消 数 的 定义 
dg=3de + Fdy= Ey Ee 


在 等 流 函 数 线 上 ,y 为 常量 ,dy =0, 由 上 式 得 到 


z pak 
这 就 是 平面 运动 的 流 线 方程 ,因此 y= const 表示 流 线 ;反之 亦 然 . 
(2) 平面 内 任 两 点 流 函 数值 的 差 等 于 通过 这 两 点 连 线 的 流量 (在 z 方向 是 
单位 长 度 ). 
在 任 一 非 流 线 的 曲线 AB 上 取 微 元 di, n 是 该 微 元 的 单位 法 向 矢量 (图 
6.6). 容易 写 出 过 这 一 微 元 di 的 流体 体积 流量 是 


dQv =v. ndl= (: 全 一 "等 jd 
= udy -~ vdz = dy + 了 az = dy. 
因此 过 该 非 流 线 的 曲线 AB 的 体积 流量 是 
Qv -| d= 如 一 曙 . (6.2.5) 


性 质 (1) 2) 两 点 告诉 了 我 们 为 什么 要 把 所 定义 的 函数 y 称 为 流 函 数 . 
(3) 流 函 数 y 可 能 是 多 值 函 数 . 


图 6.6 曲线 微 元 及 速度 矢量 图 6.7 流 场 中 两 点 的 
任意 联 线 


对 于 不 可 压缩 的 流体 ,如 果 流 过 内 边界 工 , 的 总 流量 Q 不 为 零 , 即 
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$ vndl = Qo #0, 
Lo 


并 且 所 讨论 的 流 场 内 不 存在 其 它 的 流体 源 或 汇 ,那么 根据 体积 流量 守恒 原理 , 包 
围 内 边界 的 任 一 封闭 曲线 工 的 流量 也 必然 是 Qu , 即 
bo nd/l = bs “ndl = Qo. 
在 这 种 情况 下 , 流 函数 就 将 是 多 值 的 . 看 图 6.7 上 两 点 已 和 Pu 的 流水 数 之 差 . 
取 图 示 积 分 路 线 Pu,DBAP, CP ,由 性 质 (2)， 
vndl +| vndl 
CP 


= Qu + | v* ndl. 
如 果 封 闭 曲 线 PDBAP。 是 绕 内 边界 Lo n 周 的 ,那么 
如 pr = Qo + | v .ndl. 
这 显然 说 明 y 是 多 值 的 ,它们 之 间 相 差 Q。 的 整数 信 . 然而 尽管 流 函 数 可 能 是 
多 值 的 ,根据 定义 , 流 场 中 速度 总 是 单 值 的 . 


(4) 流 函 数 y 的 值 是 速度 的 矢量 势 B 的 模 
根据 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 可 以 定义 出 速度 矢量 势 B ,使 得 


v = rot B. (6.2.6) 
由 于 vo =u+y -Hi 
ol ,, 9y. 
-区 
=VYyxXk=V x (yk). (6.2.7) 
比较 这 两 个 式 子 就 得 出 


B= yk,. (6.2.8) 
即 y 是 矢量 势 B 的 模 . | 
(5) yy 一 w 方程 | 
对 于 平面 流动 ,流体 涡 量 @ 只 有 z 轴 方 向 分 量 , 记 为 w,@ = wk. 
又 可 根据 (6.2.7) 把 涡 量 表示 为 
w= VXwv = Vx (Vyxk) 
= (Kk:YVY)Vy- (VvV. Vo)k 


9 
wn dz Vy > Vyk. 
流 函数 y 只 是 z 和 y 的 函数 ,因此 上 式 成 为 
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@ = 一 V7 YK， (6.2.9) 
又 可 写 为 

w =- Vy. (6.2.10) 
因此 对 于 不 可 压缩 流体 的 平面 运动 , 流 函数 调和 量 的 负 值 等 于 涡 量 w 的 模 . 
(6.2.10) 式 是 个 很 有 用 的 方程 ,在 数值 计算 中 常用 到 它 , 通 常 称 为 gy 一方 
程 . 

上 面 叙 述 的 定义 和 各 项 性 质 与 流体 是 否 具有 vy = vy,+ cy 
粘性 无 关 , 因此 不 论 是 无 粘性 流体 或 者 粘性 流体 
均 是 适用 的 . 

例 6.2 均匀 剪 切 流 V。 = Vo + cy, 绕 过 一 
半径 为 a 的 无 限 长 直 圆 柱 体 , 求 流体 作用 在 单位 
长 圆柱 上 的 合力 . 设 流体 为 不 可 压缩 的 ,密度 p 
为 常数 ,无 粘性 ,不计 体力 ,流动 为 定常 的 . 图 6.8” 均 匀 前 切 流 定常 绕 流 圆柱 

解 这 是 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 平面 运动 ， 

可 以 采用 y 一 w 方程 来 解 . 
由 已 知 条 件 , 成 立 拉 格 朗 日 涡 保持 定理 . 
因为 Vs。= V + cy, 所 以 


因而 全 流 场 涡 量 w = - c. 
现在 可 以 列 出 流 函 数 所 满足 的 方程 及 边界 条 件 : 


V20=c， 

在 r=a 上 ,y=0， 

在 无 穷 远 7>oo 处 ,上 $= csin?0, 
7 qr 


由 - 了 db = 有, 玉 是 任 给 定 的 环 量 : 


第 一 个 边界 条 件 是 容易 理解 的 ,圆柱 周 界线 应 是 流 线 ,通常 取 为 零 流 线 . 第 二 个 
边界 条 件 是 无 穷 远 处 来 流速 度 以 柱 坐 标 表示 的 形式 . 第 三 个 边界 条 件 是 关于 绕 
圆柱 环 量 的 条 件 , 原 题 没 有 明确 给 出 , 需 保留 在 其 中 . 

把 原 定 解 问题 分 解 成 两 组 :y= p+ J 

(1) Vi yi =, 

无 边界 条 件 ; 
(2) V: 内 =0， 
2 | ee gi | ,ss 
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1 3% csin0 — 1 9 
7 9r | - ar |,-% 
9y, -A 9 
和 -于 rd =T+$ 3rd. 


内 的 物理 意义 是 流 场 中 若 不 存在 圆柱 时 的 流 函 数 , y, 的 物理 意义 是 圆柱 对 流 
场 的 干扰 . 对 于 yi ,由 于 不 要 求 边界 条 件 , 可 根据 其 物理 意义 找 出 特 解 


pi = Voy 十 cy = Vorsin 0 十 去 cr?sin?0， 
于 是 y, 定 解 问题 成 为 
VY, ee 0， 
g|,_, =- Voasin 0 一 序 ca?sin? 0， 


1 9 
r 97 


= "0; 


中 -SE .rd = T+ an. 
r=a r 
令 如 =R(r)B(0) ,根据 其 单 值 性 及 周期 性 , 拉 普 拉 斯 方程 有 通 解 
4 = A 本 Boln r 
十 y [ (Mr 十 joos n+ (cr 十 De sin 6]. 


由 边界 条 件 二 


r gr pave 
得 A,=C,=0 (2 之 1)， 
由 边界 条 件 加 | -= -Voasin 0- 方 ca?sin?0 
得 Ao+Boln a= -a?， 
B,=4a'; 
Di Py Voa’ 9 
其 余 D,,B, 为 零 . 由 


3 
| 一 32rdg = 有 卫 +ca2xr 
元 


r=a 


得 2rB, = -TIT- ca’x, 


2 2 
所 以 Bu= -二 ,Ao= -a'+ Dn a, 
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把 y, 和 y, 释 加 就 得 到 y， 
y= + yp = VorsinO+ 去 cr?sin?0 


i (= 十 ca op :)- (T Si 


2r 4° 
+ ooos 20 -一 .sin 0， 
ww = 二 稍 = Vocos 0+ 才 crsin 20 
4 


g Voa?’ 
二 sin 20— 一 cos 0， 


mw = 了 = Vosin 0 — crsin2 0 
( 工 + ca2r) 1 ca4l _ voa 
十 pe 这 法 Ta 00s 20 sin 0 
在 圆柱 上 ,|,-,=0, 
2 
wl, = (Lt20 7) 2V sin 0 —2ca sin 0. 


2ra 


进一步 利用 伯 努 利 方程 求 圆柱 表面 压强 分 布 . 注意 圆柱 周 界 是 流 线 ,可 以 从 6 
=0 到 9 的 圆周 上 两 点 列 伯 努 利 方程 


1 1 /T+2ca’x\? 
p+30%| = 加 十 去 p( 一 和 5 ， 
po 是 9=0 处 圆柱 表面 的 压强 . 所 以 


2 
p=pot 到 6( 工 二 2 一 2Vosin 0 一 2casin?0 | 
x (2Vosin 0 — 2casin20). 


单位 长 圆柱 表面 受 力 是 


Fe 中 _zmds 


= 一 于 6 中 (于 2 二 2Vosin 0— 2casin? 0 | 
x (2Vosin 0 - 2casin’ 0)(dyi 一 dzi ) 
= Vop(T + 2ca?r)j 
说 明 圆柱 只 受到 升力 作用 . 
“2. 流 函数 所 满足 的 方程 
无 粘性 不 可 压缩 流体 (密度 不 变 ) 在 体力 有 势 条 件 下 成 立交 姆 填 兹 方程 
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De _ 
Pr = (9 V)wv, 


对 于 平面 流动 ,上 式 简化 成 为 
Do _ ow 


Drar+(vvY)o=0. (6.2.11) 


把 (6.2.7) 和 (6.2.9) 式 代入 上 式 得 到 
六 (- Vigk) + (Vy Xk VT)(- Vyk) 


< (- 了 vy [Vy x k: VVYy)]k 
= (~ 六 vj) x vy kk 


=- Vp+ VV) XV k=0, 


因此 FV YHY VY XV k=0, 
即 (Avyk+v vy) x vy k=0. 
左边 方 括号 内 矢量 不 可 能 与 垂直 ,因此 得 到 
FVpk+VV YS) XV = 0. (6.2.12) 


这 就 是 无 粘性 不 可 压缩 流体 平面 运动 时 流 函数 所 满足 的 方程 . 
在 定常 运动 情况 下 ,(6.2.12) 简 化 成 为 


VvV(Y’y) x vy = 0， (6.2.13) 
说 明 流 线 和 等 Vy 线 相同 ,因而 沿 流 线 V?y 是 常数 ， 
Vy =- f(y). (6.2.14) 
比较 jy 一 w 方程, 就 可 知道 
f($)= w， (6.2.15) 
这 个 值 可 由 边界 条 件 来 确定 . 


3. 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 平面 无 旋 运 动 . 
在 无 旋 运 动情 况 下 ,yw 方程 化 为 拉 普 拉 斯 方程 
Viy=0.. (6.2.16) 
流体 的 粘性 与 否 ,将 在 边界 条 件 上 体现 出 来 . 下 面倒 述 无 粘性 流体 的 流 隐 
数 应 满足 的 边界 条 件 . 
无 粘性 流体 在 刚 壁 边界 上 满足 的 是 无 渗透 与 无 分 离 条 件 
(vn)|, = vn,. 


此 式 的 左边 项 可 用 流 函数 表示 为 
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(oo = | dy 至 )|. 


“ds “ds 


2- {2 dy 沙 尘 ) _dy 
(% ds ar ds ww “da (6.2.17) 


右边 项 与 刚 壁 的 运动 有 关 ,不 妨 设 刚 壁 以 we = uoi + voj 平 动 ,同时 以 角速度 只 
转动 ,2 = OK ,因而 


vs =vot OXr,. 


这 样 边界 条 件 就 是 

= (ult voj + Qrwj -oo * (Pi — Pi) | 

i 0Qy,) 折 人生 0z.) 盏 . (6.2.18) 
(6.2.18) 式 沿 刚 壁 周 界 积分 后 得 到 

Jy|, = woyw - oozw -地 Q(z2 + 2) + ec， (6.2.19) 
式 中 c 是 常数 . 

特别 当 这 个 刚 壁 静止 时 ,(6.2.19) 式 简化 成 为 
gl, = c. (6.2.20) 


这 说 明 对 于 静止 的 刚性 边界 壁面 ,其 周 线 是 条 流 线 . 常常 令 常数 c 为 零 , 则 对 静 
止 刚 壁 有 

pl» = 0， (6.2.21) 
即 认为 静止 刚 壁 周 界 是 条 零 流 线 . 

可 以 看 到 ,对 于 所 讨论 的 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 平面 无 旋 运动 ,除了 可 以 归 
结 为 速度 势 p 的 拉 普 拉 斯 方程 纽曼 问题 之 外 ,还 可 以 归结 为 流 函 数 的 定 解 问 
题 , 流 函数 y 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,但 却 是 狄 利克 雷 问 题 

va =0， 
= wow -voz 一 去 Q(z + 并 ) 
此 外 还 应 给 出 其 它 相 应 的 边界 条 件 . 

例 6.3 ”在 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 界 流 场 中 放置 一 无 穷 长 的 直 圆柱 ,其 
半径 作 R=a cos z 的 变化 ,已 知 流动 是 无 旋 的 , 绕 过 此 圆柱 的 环 量 是 Tu ,用 流 
函数 建立 该 流动 问题 . 

解 建立 柱 坐 标 系 , 流 函数 y 满足 拉 普 拉 斯 方程 

Fg 1 ly 0 


3 六 7 97 7 90 
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现在 建立 边界 条 件 . 在 圆柱 边界 上 成 立 


我 =v. nw = R. 
积分 后 有 
gl.=|_ Md = | RRdG = RRO 
=— a’sint cost*0. 
此 外 有 无 穷 远 处 的 条 件 
Vy|,-~ = 0. 
环 量 条 件 是 


_99. 
和 了 + rdg = T,. 


(二 ) 不 可 压缩 流体 空间 轴 对 称 运动 的 流 函 数 

对 于 空间 轴 对 称 的 流动 ,速度 分 量 只 有 两 ， 
个 ,因而 在 不 可 压缩 流体 作 空间 轴 对 称 运动 时 ， 
连续 性 方程 中 也 只 有 这 两 个 速度 分 量 的 项 出 现 ， 
这 就 使 得 我 们 可 以 像 在 平面 流动 中 所 做 过 的 那 
样 引进 流 函 数 使 连续 性 方程 自动 满足 . 通常 称 
不 可 压缩 流体 空间 轴 对 称 运动 中 引进 的 流 函 数 
为 斯 托 克 斯 流 函 数 ， 

对 空间 轴 对 称 运 动 描 述 最 方便 的 是 采用 柱 
坐标 系 或 球 坐 标 系 (图 6.9). 图 6.9 空间 柱 坐 标 系 和 球 坐标 系 

在 柱 坐 标 系 (r,9,z) 中 ,不 可 压缩 流体 的 空间 轴 对 称 流动 ,其 连续 性 方程 是 


9rv, grv, 


i 三 :人 5 (6.2.22) 


式 中 w 表示 速度 在 对 称 轴 (z 轴 ) 上 的 分 量 ,v, 表示 7 轴 上 的 分 量 . 
引进 斯 托 克 斯 流 函数 yy, 满足 


3 .9 
ro. = 下， =- 苞 ， (6.2.23) 
或 者 
139y 2_1%y ， 
Uz r oar?’ Ur 7 r az (6.2.24) 


1 9R’ vg 1 9sin Ove _ 


RB oR tad 0 (6.2.25) 
式 中 vr 是 速度 在 R 轴 上 的 分 量 , we 是 9 轴 上 的 分 量 . 
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引进 球 坐 标 系 的 斯 托 克 斯 流 函 数 少 ,满足 


sin 0R? ww = 各， R sin bo =- 强 ， (6.2.26) 
或 者 
9 1 9 
UR = 5 形 ， vw TRan6 入 (6.2.27) 
显然 ,连续 性 方程 (6.2.25) 也 自动 满足 了 . 
斯 托 克 斯 流 函 数 具 有 如 下 基本 性 质 ， 


(1) 在 过 对 称 轴 平 面 上 的 等 流 函数 线 就 是 流 线 . 
(2) 过 对 称 轴 平 面 内 任 两 点 流 函 数值 的 差 乘 以 2r 等 于 通过 这 两 点 任意 曲 


线 绕 对 称 轴 旋 转 形成 的 旋转 面 的 流量 . 
(3) 无 粘性 不 可 压缩 流体 空间 轴 对 称 的 无 旋 运 动 ,斯 托 克 斯 流 函 数 满足 ， 
在 柱 坐 标 系 中 ， 
+ : (6.2.28) 
在 球 坐 标 系 中 
1 3? 19/ 1 3- 


和 无 粘性 不 可 压缩 流体 平面 无 旋 运 动 不 同 , (6.2.28) 式 和 (6.2.29) 式 都 不 是 拉 
普 拉 斯 方程 . 

对 于 无 粘性 不 可 压缩 流体 空间 轴 对 称 的 无 旋 运 动 , 既 可 以 对 速度 势 p 解 拉 
普 拉 斯 方程 的 纽曼 问题 ,也 可 以 对 斯 托 克 斯 流 函 数 y 解 在 一 定 边界 条 件 下 的 方 
程 (6.2.28) 或 (6.2.29). 由 于 斯 托 克 斯 流 函数 y 满足 的 并 不 是 拉 普 拉 斯 方程 ， 
要 解 就 比较 困难 ,通常 也 就 不 采用 解 流 函 数 y 的 方法 ,因此 不 再 对 斯 托 克 斯 流 
函数 的 定 解 问题 从 数学 上 作 更 多 讨论 . 


6.3 平面 定常 无 旋 运 动 的 复 势 


无 粘性 不 可 压缩 流体 的 平面 无 旋 运 动 可 以 引进 速度 势 y 或 引进 流 函 数 y 
来 求解 ,它们 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,前 者 是 纽曼 问题 ,后 者 是 狄 利克 雷 问题 ,这 样 
的 解法 属于 数理 方程 的 范畴 ,在 某 些 边界 较 简单 的 情况 下 可 以 求解 ,但 在 比较 复 
杂 的 边界 情况 下 ,要 解 它 不 是 容易 的 . 根据 定义 ,在 直角 坐标 系 中 有 


_92 30 
人 (6.3.1) 
ee (6.3.2) 
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这 恰恰 说 明 这 两 个 调和 函数 是 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 的 ,这 就 启示 我 们 ,对 于 平面 
无 旋 运动 ,可 以 通过 复 变 函数 求解 析 函 数 的 方法 来 求解 ,在 边界 较 复杂 的 情况 
下 ,用 这 种 方法 是 可 望 取得 成 功 的 . 
(一 ) 复 势 
由 于 调和 函数 gp 和 y 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 因 此 它们 可 以 组 成 一 个 解析 函数 
W=p+iy= W(z), 
式 中 zx=z+iy,i=V -1. W(z) 称 为 平面 无 旋 运 动 的 复 势 . 
复 势 W 具有 这 样 的 性 质 
(1) 复 势 求 导 
对 复 势 W(z) 求 导 有 
时 =+i 总 = 闻 -i 名 =u-iv. (6.3.3) 
可 以 看 到 复 势 导数 的 实 部 是 x 轴 向 的 速度 分 量 ,导数 的 虚 部 是 y 轴 向 的 速度 分 
量 的 负 值 . 复 势 导数 的 共 斩 函 数 是 
9 =- 过 (6.3.4) 


通常 称 9 炙 为 复 速度 , 称 q 为 苍 复 速度 .显然 , 复 速度 的 模 是 速度 绝对 值 


=Vr=U. (6.3.5) 
因此 复 速度 又 可 写 为 
= Ue， (6.3.6) 
式 中 
a = tan 可， (6.3.7) 
即 a 是 速度 的 方向 .而 共 瑟 复 速 度 可 以 表示 为 
dy 党 Uer. (6.3.8) 


我 们 可 以 把 无 粘 不 可 压缩 流体 平面 无 旋 运动 归结 为 求 流 场 的 复 势 W(z). 
一 旦 求 得 W(z) ,根据 所 述 性 质 , 流 场 速度 就 可 以 求 得 


= Re| sts (6.3.9) 


(6.3.10) 


然后 ,根据 流动 是 无 旋 的 特点 ,可 以 利用 伯 努 利 方程 进一步 求 得 压强 分 布 . 
(2) 复 速度 积分 


忆 三 一 Im| se 
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对 某 一 闭合 回路 C 积分 复 速度 ,有 
四- 和 apiaag) = $ dp+id ay. 


(6.3.11) 
根据 环 量 本 和 流量 Qy 定义 ,有 
T= bo "dr = 中 ve “dr 
= 中 dp = Re $ de|, (6.3.12) 
Qv= 中 de Im|$ de| | (6.3.13) 
因此 
9 Haz i (6.3.14) 
(二 ) 平面 基本 流动 的 复 势 
下 面 给 出 一 些 最 简单 ,但 是 很 重要 的 平面 基本 流动 的 复 势 . 
1. 均匀 直线 流 
假定 复 势 是 线性 函数 ， 
W(z) = cz， (6.3.15) 
讨论 它 是 什么 流动 的 复 势 
首先 设 c 是 实数 情况 . 由 复 速度 的 定义 
dW_ 
de < I 
即 
uw=c, v=0. (6.3.16) 


这 说 明 流 场 各 点 速度 都 是 相同 的 ,c 就 是 其 速度 值 . 当 c >0 时 ,流动 方向 与 正 x 
轴 方 向 一 致 ;反之 , 当 c<0 时 ,流动 方向 与 负 z 轴 方 向 一 致 . 
其 次 ,讨论 c 是 复数 情况 ,c = Ve“(V。 >0). 这 时 复 速 度 是 


dw 
dz 


= 


=u-iv=c= Voe™” = Vocosa—iVosina, 


即 
u = Vacosa, v= Vosina. (6.3.17) 
这 同样 说 明 流 场 各 点 速度 是 相同 的 ,速度 大 小 是 V。 ,速度 方向 与 正 z 轴 夹 角 是 a. 
因此 ,对 于 大 小 为 V。 ,方向 为 a 的 均匀 直线 流 , 其 流动 复 势 是 
W(z) = Voe “zx. (6.3.18) 
2. 点 源 ( 汇 ) 
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讨论 对 数 函 数 
W(z)=Alnz， (6.3.19) 
式 中 A 是 实数 . 
记 z=zx+tiy=re”,r 是 z 的 模 ,9 是 > 
的 辐 角 ,有 
W(z)=p+iy=AlInz= A ln (re’) 


=Alnr+1iA0, . 
因而 p=A lnr, y=Ag0, 
流 线 是 A9=ci( 常 量 )， 
妈 -0= 常 量 ， 
等 势 线 是 Aln r=cs( 常 量 )， 
即 r= 常量 ， 
说 明 流 线 是 一 族 从 原点 出 发 的 射线 , 等 势 
线 是 以 原点 为 圆心 的 圆周 族 (图 6.10). 人 
速度 是 v=32= 全 ， 
r r 
lol= 地 
r 
说 明 流体 速度 与 离开 原点 的 距离 成 反比 ，， 


现在 取 一 个 包围 原点 的 闭合 回路 C ,计算 复 速度 9 关于 这 个 回路 的 积分 ， 
根据 (6.3.13) 式 ， 


a 中 de| a 中 人 az A 
因此 2 
而 根据 (6.3.12) 式 
T= Re |$ | 二 Re dz = 0. 


这 说 明 对 数 函 数 W(z)= A ln z(A 是 实数 ) 表 示 了 放置 在 原点 的 源 或 汇 的 流动 
复 势 . 当 A >0 时 ,流量 Qv>0, 流 体 从 原点 流出 ,是 源 ; 当 A<0 时 ,流量 Qv< 
0 ,流体 流 人 原点 ,是 汇 . 

所 以 对 于 放置 在 原点 处 、 流 量 为 Q, 的 源 ( 汇 ) ,其 流动 复 势 是 


Q， 


W(z) = 2 


ln =， (6.3.20) 
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”如 果 点 源 ( 汇 ) 放 置 在 z = zx 处 , 则 其 复 势 是 


W(z) = 人 OIn(z - 20), (6.3.21) 


式 中 Q,>0 对 应 源 ,Q.<0 对 应 汇 ，Q, 称 作 点 源 ( 汇 ) 强 度 . 

点 源 ( 汇 ) 是 最 简单 而 又 十 分 重要 的 流动 现象 之 一 ,自然 界 和 工程 技术 中 有 
许多 的 流动 现象 可 以 用 源 ( 汇 ) 来 表示 ,下 面 以 石油 开采 中 的 一 个 问题 来 说 明 点 
源 ( 汇 ). 
| 在 实际 的 油田 中 ,每 口 井 附近 的 流动 都 可 以 近似 为 平面 径 向 渗流 . 服从 

达 西 定律 (这 里 我 们 不 来 详细 讨论 这 个 定律 , 它 是 流体 力学 分 支 一 渗流 力学 
最 基本 的 定律 ) ， 对 于 均匀 等 厚 的 地 层 ,在 稳定 情况 下 , 液 流向 生产 井 渗流 的 
速度 是 

1 kt。 
pln (天 ) 
式 中 p。 是 油 减 供 给 边缘 处 所 保持 的 稳定 压强 , R。 是 供给 边缘 半径 ,RR, 是 生产 
井 的 半径 ,p, 是 井 简 内 流动 压强 ,它们 都 是 常 值 . 从 这 个 表达 式 可 以 看 到 流速 
是 径 向 的 ,并 和 距 中 心 的 距离 成 反比 ,因此 可 以 把 生产 井 看 成 是 点 源 ,用 复 变 函 
数 方法 来 解决 它 ,其 结果 和 以 渗流 力学 分 析 得 到 的 结果 是 一 致 的 . 同样 的 ,可 以 
把 注入 井 看 为 点 汇 . 

点 源 ( 汇 ) 从 物理 上 来 说 似乎 是 不 可 能 的 ,因为 在 点 源 ( 汇 ) 所 在 位 置 上 流动 
速度 将 达到 无 穷 大 . 然而 除去 这 点 外 它们 恰恰 是 一 些 流动 现象 的 很 好 近似 . 

3. 点 涡 

仍 讨 论 对 数 函 数 , 但 有 如 下 形式 


W(z) = Ailn z, (6.3.22) 

式 中 A 是 实数 . 

记 zx = re , 则 有 ， 

W(z)= pg+iy = Ailnz = Ailn(re’) 

=—- A0+iALnr, , 

因而 p=—-A9, y=Alnr. ’ 
流 线 是 A Inr =cl (常量 )，. 
即 r = 常量 . 
等 势 线 是 一 A0 =c， (常量 )， 
即 Se 图 6.11 平面 点 涡 


这 说 明 流 线 是 一 族 以 原点 为 圆心 的 圆周 线 (图 6.11). 
速度 是 


* 286 : 第 六 章 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 


流体 速度 与 离开 原点 的 距离 成 反比 . 
仍 取 一 个 包围 原点 的 闭合 回路 C, 计 算 复 速度 守 关于 这 个 回路 的 积分 , 根 


据 (6.3.12) 式 和 (6.3.13) 式 ， 

Q= mm ge| = m| 和 全 dz 
中 Wz) a, |= Re kK gz 
因此 4= -去 
此 时 速度 式 为 


=,0. 


T= Re = 一 2rA， 


了 


轴 二 0， 三 订 一 . 


这 说 明 复 势 (6.3.22) 表 示 了 位 于 z 轴 的 无 限 长 直 涡 线 所 诱导 的 流动 ,在 工 -y 
平面 上 称 为 点 涡 . 
所 以 对 于 放置 在 原点 处 、 环 量 为 卫 的 点 涡 ,其 流动 复 势 是 


W(z) = 到 nz (6.3.23) 
如 果 点 涡 放 置 在 z= z。 ee 
W(z) = 去 (z — zo), (6.3.24) 


对 应 于 卫 >0 是 逆 时 针 的 流动 ,对 应 i 是 顺 时 针 的 流动 . 
4. 涡 源 ( 涡 汇 ) 
现在 讨论 更 一 般 的 对 数 函 数 


W(z) = (A + Bi)ln z. (6.3.25) 
同 点 源 和 点 涡 一 样 的 处 理 可 求 得 
p=Alnr- B80, 
J=AG+B Inr, 
流 线 是 r=cie 贸 ， 
等 势 线 是 r=c2et, 


他 们 都 是 对 数 螺 线 (图 6.12). 
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速度 是 交 关 全 


人 
复 速度 沿 包围 原点 闭合 回路 C 的 积分 为 
ee -ma 
r= Re 是 和 dz| = = Re 人 二 dz | = 二 


所 以 对 于 原点 处 一 个 强度 为 Qs 的 源 和 个 环 量 为 厂 的 涡 倒 加 所 得 流 场 的 
复 势 是 


= 2rA， 


dz 


W(z) = (人 + 有 Fjn 之. (6.3.26) 
如 果 它 们 放置 在 z = zo , 则 又 加 流 场 的 复 势 是 
W(z) = CE (6:3.27) 
这 种 释 加 的 流 场 常 称 为 涡 源 或 涡 汇 . 
5. 偶 极 子 
反比 函数 
W(z) = 分， (6.3.28) 


式 中 A 是 实数 . 流 函 数 和 速度 势 函数 将 是 
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_ Azr 
PT + 
___A 
bt 
流 线 是 -2 =。 (常量 )， 
Z 十 
整理 后 有 如 下 形式 
-加 
A 
Arz _ 
等 势 线 是 .7 一 c (常量 )， 
Z 十 
整理 后 有 如 下 形式 


式 中 cx\c4 都 是 常量 . 可 见 流 线 是 与 x 轴 相 切 的 圆周 族 , 等 势 线 是 与 y 轴 相 切 
的 圆周 族 (图 6.13). 


5 _99_ 2 一 2 
速度 是 2 二 了 A Try Ty 
"ay 从 (z+y) 
lo| = 了 41， 
ty 
了 
0 
图 6.13 平面 偶 极 子 图 6.14 W=az? 的 流动 图 案 
速度 大 小 与 离 原 点 距离 平方 成 反比 . 


设想 在 实 轴 上 离 原 点 等 距离 两 侧 各 放置 一 个 源 和 一 个 汇 ,流量 大 小 均 为 
Q,. 那么 当 这 两 个 点 源 ( 汇 ) 向 原点 靠拢 时 ,其 极限 情况 的 又 加 流 场 图 案 就 是 图 
6.14 所 显示 的 . 这 种 流动 常 称 为 偶 极 子 . 现在 来 导出 相应 的 表达 式 . 设 在 + = 
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h( >>0) 处 放置 一 点 源 ,强度 Q.; 在 z= 一 h 处 放置 一 点 汇 ,强度 一 Q,, 则 复 势 是 
Q 


W(z)= 全 in(z - h) — ln(z + h) 
_Q, In(z—h)— ln(z+h) 
= 如 .2 | 


若 h>0 时 ,Q. 一 co ,但 它们 乘积 趋 于 有 限 值 x,， 


lim Q, "2h 二 mM, 
-0 


Q>% 
则 此 偶 极 子 流动 复 势 就 是 
2 i ln(z ~—h)— ln(z+h) 
m= 国 呈 .aa -oa 
_ mi dinz1 Mt 1 M.1 
= |- 也 ]=- 妥 过 = 痉 革 (6.3.29) 
称 | M,| = lim Q,'2h 为 偶 极 矩 . 当 M,<0 时 , 源 放 置 在 正 zx 轴 上 , 汇 放置 在 负 


二 
Z 轴 上 ,定义 从 汇 指向 源 为 偶 极 子 方向 ,现在 偶 极 子 是 指向 正 x 轴 方 向 . 当 M， 
>0 时 , 偶 极 子 指向 负 z 轴 方 向 . 

如 偶 极 子 放置 在 z= zo 点 上 , 偶 极 子 方向 与 x 轴 平 行 , 则 复 势 是 
W(zo) = 各 - 二 (6.3.30) 

这 一 节 所 讨论 的 几 个 基本 流动 除了 均匀 直线 流 以 外 , 复 势 都 具有 奇 点 . 均 
匀 直 线 流 的 复 势 W(z) = Ve *z 在 无 穷 远 点 有 一 阶 极 点 ,有 时 也 可 看 作 是 奇 
点 . 因此 这 几 种 基本 流动 流 场 奇 点 常 称 为 流体 动力 学 奇 点 . 

例 6.4 无 粘性 不 可 压缩 流体 作 平面 无 旋 流 动 , 若 流 场 的 复 势 是 W = ax? 
(a >0) ,在 原点 处 压强 为 po , 试 求 : 

(1) 上 半 平 面 的 流动 图 案 ; 

(2) 沿 y=0 的 速度 与 压强 分 布 . 

解 ”首先 看 更 一 般 情 况 


W(z)= oz， 
n 是 实数 . 令 z= re' ,于 是 
p=ar” cos nO, 
p=ar” sin ng. 


零 流 线 为 0=0， 
以 及 Gg=< (k= 土 1， 土 2,……. )， 
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它们 是 自 原点 发 出 的 射线 ,把 全 平面 构成 夹 角 为 三 的 角形 区 域 . 流动 速度 是 


9 _ 
v= FE = zar cos nb, 
9 x 
9 =— nar”! sin ng. 


本 题 =2, 零 流 线 是 


村 _kx 
0=0 及 0= 了 了 . 


因此 在 上 半 平 面 构成 了 两 个 直角 流动 区 域 ( 图 6.14). 
流动 速度 是 
v, = 2ar cos20， 
ve = ~ 2ar sin 20. 
在 y=0 上 ( 即 96=0 及 06=x 上 )， 
v, = 2ar, 
ve = 0. 
由 于 流动 是 无 旋 的 ,可 以 用 伯 努 利 方程 求 压强 分 布 . 自 原点 到 所 求 的 y=0 
上 的 点 (r ,0),(r ,7) 列 伯 努 利 方程 
(Car) + 十 -如 
2 op 0 
于 是 y=0 上 压强 分 布 是 
p= po -2ar’p. 


6.4 ”定常 绕 流 中 柱 体 受 力 的 复 势 表示 


对 于 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 平面 无 旋 定 常 绕 流 问 题 ,可 归结 为 求 复 势 
W(z) 的 问题 .在 求 得 复 势 后 ,单位 长 度 柱 体 上 ， 
所 受到 的 流体 作用 力 和 力矩 可 以 这 样 求 得 : 先 
求 出 物体 表面 上 的 流体 速度 分 布 ,然后 根据 伯 
努 利 方程 求 出 物 面 上 压强 分 布 ,将 压强 分 布 对 
剖面 周 线 积 分 可 求 得 单位 长 度 柱 体 上 所 受 的 
合力 ;将 压强 矢量 对 原点 矩 沿 剖面 周 线 积分 则 
求 得 单位 长 度 柱 体 上 所 受 的 全 力矩 ， 

(一 ) 布 拉 修 斯 定理 

如 图 6.15 所 示 , 设 C 为 柱 体 剖 面 的 周 界 ， 因 6663 桂林 章 职 
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在 C 上 取 长 为 di 的 微 弧 段 ,其 外 法 向 方向 余弦 是 
(cos(n,7z), cos(n,y)) = (多 ， 一 豆 
作用 在 di 上 压强 dF 是 
dF = — pndl, 
即 dF, = -pdy, 
dF, = pdz, 
因此 有 
由 
— ipdz. (6.4.1) 
注意 (6.4.1) 式 i 是 虚数 ,根据 定常 流 的 伯 努 利 方程 


a 
而 又 有 v=dW.dW dW.dW dz 9 


这 样 压强 p 可 表示 为 
2. _ 1 dwWdWw 
eT 
把 (6.4.2) 式 代入 (6.4.1) 式 后 沿 C 积分 ,有 


Fik, 2 vd 


dw. dW .dz， 


元 cdz dz 
由 于 周 界 C 是 流 线 ， 在 C 上 dy=0, 则 有 


(6.4.2) 


因此 
人 eb (52 dz. (6.4.3) 
这 就 是 定常 绕 流 柱 体 上 受 力 用 复 速度 表示 的 式 子 ,通常 称 为 布 拉 修 斯 公式 . 
下 面 讨 论 合力 矩 的 表示 式 . 
dl 上 合力 分 量 dF, 和 dF 下, 对 原 点 力矩 是 
dM,=- ydF, + zdF, = p(xzdzx + ydy) 
= Rel pzdz}. 
又 由 (6.4.2) 式 有 
| pdz = codz ~ pF He dz, 


2 
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因而 
dM.= Re icozdz 一 地 pz 9 人 
= Relicozdz 一 pz (至 ) dz i， 
沿 C 积分 ， 
__1 dwY 
M.=-— FoRe =( 全 dz | ， (6.4.4) 


这 是 定常 绕 流 柱 体 受 力 布 拉 修 斯 合力 矩 公式 ， 
(二 ) 儒 可 夫 斯 基 升 力 定理 
讨论 无 穷 远 均匀 来 流 的 绕 流 问 题 ,在 周 界 C 以 外 无 奇 点 , 则 对 任 一 包围 物 
体 周 界 C 的 圆周 C, , 复 速度 在 C, 外 域 中 可 展开 为 罗 朗 级 数 ， 


守 = atazt+ae" +, (6.4.5) 
> 之 之 
式 中 系数 是 
dW 
=- 去 0 二 (6.4.6) 
Tl 之 
特别 地 ， 
1 dW 1 
Q& -1 三 pr 二 dz 二 Di (dp 十 idy) 
= I 
= LT + iQ,) = + 57 
因为 加 | 
之 之 一 oo 
CQ0 一 Voe 多 
则 可 发 现 
al 三 az 三 … 三 0. 
这 样 级 数 (6.4.5) 就 有 这 样 形式 
dW _ ye Ql 
TH Voe i 二 9 (6.4.7) 


将 它 代 人 布 拉 修 斯 公式 (6.4.3) ,注意 周 界 C 上 Q, 等 于 零 
1 /dwy 
F,. — iF,= ob ( 宇 dz 
和 3 
= $ieb (Vee 十 十 学 十 … 十 A 十 …] dz 


三 下。 -a .人 -DT 
一 5io Voe a dz 
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rp a 

=~ xX* pV ie 

= pVo Ti(cos a -isin au) 

= pVeo Tsin a + ipVe Teos a， 


即 F,=0oVoTsin a, 
F,= ~ pVo Teos a， 
写成 矢量 形式 则 得 到 
F= Fit+Fj 
= pVo Tsin ai - pVo Teos oj = pVo XI. (6.4.8) 


此 式 称 为 儒 可 夫 斯 基 公 式 , 它 表明 对 于 无 粘性 不 可 压 流 体 的 平面 定常 无 旋 流 , 流 
体 作用 在 柱 体 上 合力 与 均匀 来 流速 度 垂直 , 它 称 为 升力 . 
对 于 合力 矩 ,采用 同样 方法 可 求 出 


dWY 
$<(e) ds 


2 
+ 2V er A:)|. (6.4.9) 


M.=— oRe 


2xi(- 二 


可 以 注意 到 合力 矩 不 仅 与 来 流速 度 大 小 和 方向 有 关 , 而 且 与 复 速度 9 中 的 罗 妆 


= =- 地 pRe 


级 数 中 广 项 的 系数 有 关 , 即 与 柱 休 齐 面 的 周 界 形 状 和 方位 有 关 . 


例 6.5 唐 代 诗人 韦 应 物 (737 一 约 792 年 ) 出 vy。 
任 滩 州 ( 今 安徽 滁 县 ) 刺 史 期 间 写 下 了 一 首 优美 的 一 一 3 ) 
山水 诗 名 篇 : Mm, 
独 怜 幽 草 润 边 生 ,上 有 黄酮 深 树 鸣 ; 
春 潮 带 雨 晚 来 急 , 野 渡 无 人 舟 自 横 . 
形象 真实 地 描绘 了 河中 荡 澜 的 小 船 模 在 河 里 ,处 一 “二 Ce) 
于 一 个 稳定 平衡 位 置 , 比 西 方 关 于 稳定 性 精确 描 
述 的 出 现 早 了 一 于 多 年 . ; 图 6.16 椭圆 柱 无 环 量 绕 流 
现在 用 儒 可 夫 斯 基 力 矩 公式 (6.4.9) 来 分 析 这 一 现象 
设 河水 是 理想 无 粘 不 可 压缩 流体 ,以 匀速 V。 二 维 流动 ,小 船 看 作 细 长 的 本 
图 ,长 短 半 轴 和 焦 半径 为 a、b 和 c. 梯 贺 长 轴 与 流动 方向 夹 角 a. 见 图 6.16. 
流动 的 复 势 为 (习题 6.33) 


W= 考 V。 e“*(z+Vz —c)+ Ly a0 (Se) (2 -Ve), 


dW _ $v (i+ 2 + 
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1 


和 


1 _1 (2n)!/ c Ye” ont 
Se | > 


代入 9 ,其 中 x 的 系数 A, 是 


2 
A, = FVec [er -e (2) | 
本 问题 中 三 =0, 由 (6.4.9) 式 可 以 求 出 椭圆 柱 所 受 力 矩 M. 为 


2 
M,=- #0oRel2n “2Voe™ FVoc le -e(s) | 


= 一 方 orV (a? — b’)sin 2a. 
对 于 a =0, 当 来 流 或 船体 受 一 扰动 ,产生 任 一 扰动 小 角 6a , 则 力矩 
SM,| ,0= [rp(a? ~ b?) V2 * 2co0s 2ad0 | 


= xpV% (a’ — b’)da. 
SM, 和 6a 同 号 ,将 使 偏 角 增 大 ,所 以 a=0 的 平衡 不 稳定 . 


而 对 于 a= 持 时 ,对 任 一 扰动 角 ao， 
SM, | -和 = 一 TOVa (a’ —b’)6a. 


5M. 和 6a 异 号 ,将 使 偏 角 减 小 . 因而 当 a= 本 时 ,运动 是 平衡 稳定 的 . 此 时 , 正 


是 “ 野 渡 无 人 舟 自 横 ”. 
更 详细 的 描述 可 参阅 参考 书 [25]. 


6.5 奇 点 分 布 法 解 平面 势 流 问 题 


无 粘性 不 可 压缩 流体 平面 无 旋 流 动 的 速度 势 函数 pg 和 流 函 数 y 构成 了 复 
势 W(z), 如 果 求 得 了 流 场 的 复 势 ,也 就 求 得 了 流动 速度 . 在 许多 情况 下 , 找 复 
势 往往 要 比 解 拉 普 拉 斯 方程 求 速度 势 p 或 流 函 数 少 来 得 容易 些 , 因 此 在 这 一 节 
以 及 后 继 的 两 节 中 将 介绍 三 种 在 一 定 条 件 下 解 平面 势 流 问 题 的 方法 . 

由 于 解析 函数 具有 可 和 迭 加 性 ,它们 的 线性 组 合 仍 是 解析 函数 ,所 以 若 于 个 复 
势 的 线性 组 合 代表 了 某 种 平面 组 合流 动 的 复 势 , 上 一 节 中 给 出 了 几 种 简单 流动 
的 复 势 ,这 几 种 简单 流动 称 为 流体 力学 奇 点 . 我 们 可 以 通过 分 布 适当 的 奇 点 ,使 
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得 它们 复 势 的 线性 组 合 满足 具体 问题 的 边界 条 件 ,那么 这 组 合 复 势 就 是 所 求 问 
题 的 解 了 . 这 样 一 种 方法 常常 称 为 奇 点 分 布 法 ,或 奇 点 迭 加 法 . 这 一 节 将 结合 
圆柱 定常 绕 流 这 一 流体 力学 经 典 问题 来 介绍 奇 点 分 布 法 . 
(一 ) 无 环 量 圆柱 定常 绕 流 
图 6.17 显示 出 无 环 量 圆柱 定常 绕 流 的 
流动 图 案 ,显然 这 是 无 穷 远 处 均匀 直线 来 流 
和 某 种 流体 力学 奇 点 迭 加 的 结果 . 把 无 穷 
远 处 均匀 直线 来 流 和 各 种 流体 力学 奇 点 选 
加 ,定性 地 分 析 流 动情 况 ,可 以 发 现 ,最 大 可 
能 性 是 无 穷 远 处 均匀 直线 来 流 和 偶 极 子 选 


均匀 直线 流 的 复 势 
Wi(z)= Vez 
和 放置 在 原点 复 势 为 
W,(z)=3 LT(M.>0) 
的 侦 极 子 选 加 起 来 ,它们 的 组 合流 场 的 复 势 则 是 
Wi Vaz + 1, (6.5.1) 


这 个 组 合流 场 的 复 势 (6.5.1) 式 是 否 是 实际 流 场 的 复 势 ? 是 否 满足 圆柱 边 
界 条 件 ? 为 此 下 面 分 析 式 (6.5.1). 
由 (6.5.1) 式 有 


p+iy = Vy-(z+i)+ 了 二 地 ， 


十 久 
因此 势 函 数 和 流 函 数 分 别 是 


p = Vert 再 7 (6.5.2) 
M, y 
$= (Yr + 
流 场 的 流 线 方程 是 | 
和 pe (常量 ) (6.5.3) 
这 是 三 次 曲线 族 . 复 速度 是 
AM， 
dy -~ -- 宁 总 (6.5.4) 


由 此 可 求 得 驻 点 位 置 z,, 它 应 满足 方程 


。 296 ， 第 六 章 ，” 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 


= 土 a， (6.5.5) 


式 中 a =/ 天 外-， 所 以 组 合流 场 有 驻 点 ( -a,0) 和 (a,0)， 


进而 考察 过 驻 点 的 流 线 是 怎样 的 曲线 . 把 驻 点 坐标 (6.5.5) 式 代入 (6.5.3) 
式 ,可 求 出 过 驻 点 流 线 所 对 应 的 参数 c。. 


| M. 
cs = (vey -总 ;] =0, 


Z 十 /| 


因此 过 流 场 驻 点 的 流 线 方程 是 
M., 
Vey -0 (6.5.6) 
它 由 两 部 分 组 成 ， 
y= 0， 


z+ 三 Q ， 

对 应 了 xz 轴 和 圆心 在 原点 半径 为 a 的 圆 
周 . 这 样 , 复 势 (6.5.1) 可 以 反映 出 以 圆周 
为 边界 的 某 种 流动 . 

从 图 6. 18 可 以 看 到 流 场 可 分 为 圆 内 7= 
和 圆 外 两 部 分 . 

圆 内 部 分 的 流动 是 由 在 圆周 |z| = a 
内 的 原点 上 放置 一 偶 极 矩 为 M, 的 偶 极 子 
造成 的 , 复 势 是 图 6.18 均匀 来 流 和 偶 极 子 迁 加 流 场 


We (e+) Cl (6.5.7) 


加 外 部 分 的 流动 可 看 成 为 无 穷 远 处 速度 为 V。 的 均匀 直线 流 绕 演 半 径 为 a 
的 圆柱 造成 的 , 复 势 是 
we) = V.(2+e) alo), (6.5.8) 
这 圆 外 部 分 就 是 一 开始 所 考虑 的 . 
所 以 ,无 穷 远 均匀 来 流 V。 定 常 绕 过 半径 为 a 的 圆柱 可 以 由 无 穷 远 处 均匀 
计 线 流 V。 闪 加 一 放置 在 原点 偶 极 矩 为 M, = 2xV。 a2 的 偶 极 子 所 构成 ,其 流动 
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复 势 是 (6.5.8) 式 . 
现在 对 圆柱 的 无 环 量 定常 绕 流 问题 详细 讨论 . 
先 求 流 场 速 度 分 布 . 
复 速度 是 
dW _ _a’ 
至 =vfl 四 . (6.5.9) 
在 圆柱 表面 上 z = cei: , 复 速度 为 
= 2V。sinb+2V。sin 0 .cos 0i, (6.5.10) 
速度 大 小 是 
lo yg = 2V-lsin 0|. . (6.5.11) 


可 看 到 ,在 驻 点 处 速度 是 零 , 在 0= + 亏 处 速度 达 最 大 什 Vax 
Vo =2V。. 
再 求 圆柱 受 力 . 
圆柱 上 的 压强 分 布 可 由 伯 努 利 方程 求 出 . 设 无 穷 远 处 均匀 来 流 压 强 P~，, 流 
场 内 任 一 点 压强 则 是 


p= 入 再 有 (V2 二 信和 (6.5.12) 

在 圆柱 表面 上 的 压强 是 
plist? = po 十 ek — 4sin’ 0). (6.5.13) 

定义 压强 系数 c,， 

Pp-p~ 
cy = I (6.5.14) 
圆柱 表面 上 的 压强 系数 则 为 ; . 

cp = 1 — 4sin’0. (6.5.15) 
图 6.19 画 出 了 圆柱 表面 压强 系数 曲线 ,曲线 de 可 看 
到 ,在 前 后 驻 点 处 (9=0,r),c, =1. 在 0= 处 ,co 达 最 小 值 ,c, = -3, 这 里 


流速 最 快 ,压强 最 小 . 在 0= 土 和 和 6= 鞋 之 rr 四 处 ,c, =0, 压 强 等 于 无 穷 远 处 
均匀 来 流 压强 p。. 
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=O 下 实测 ( 济 流 ) 
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图 6.19 圆柱 绕 流 压强 曲线 
圆柱 所 受 合力 F 可 由 积分 求 出 ， 
F= $C p)ndl 


=- | 十 Voll - 4sin? 0) |nd! = 0. 


这 说 明 当 圆 柱 作 无 环 量 定常 绕 流 时 ,是 不 承受 力 的 , 既 不 存在 升力 ,也 不 承受 阻 
力 ! 这 就 是 有 名 的 所 谓 达 朗 伯 伴 雇 , 它 首先 由 达 朗 伯 在 1752 年 得 出 . 

达 朗 伯 伴 雇 显 然 和 真实 流动 是 不 相符 的 ,流体 定常 绕 过 一 个 物体 时 不 可 能 
不 对 该 物体 产生 阻力 ,那么 这 个 伴 雇 是 怎样 产生 的 呢 ? 回顾 一 下 这 个 伴 廖 的 推 
导 过 程 . 前 面 已 导出 了 柱 体 表面 流动 速度 是 (6.5.11) 式 , 它 表 明 速度 大 小 关于 
xz 轴 和 y 轴 均 是 对 称 的 . 根据 无 粘性 流体 定常 运动 的 伯 努 利 方程 ,流体 对 圆柱 
压强 p 的 大 小 也 是 关于 对 称 轴 z 轴 和 y 轴 对 称 分 布 的 . 在 所 作 流体 无 粘性 假设 
下 ,流体 对 圆柱 只 有 正 压强 ,其 大 小 就 是 p 值 , 这 样 贺 柱 表面 受到 流体 的 对 称 分 
布 的 正 压强 作用 ,合力 显然 是 零 . | 

实验 和 数值 计算 的 结果 表明 ,由 于 真实 流体 存在 粘性 ,因而 流动 现象 及 流体 
对 物体 的 作用 力 和 在 无 粘性 假设 下 的 理论 结果 是 不 同 的 . 对 于 真实 流体 ,不 仅 
因 粘 性 作用 使 得 流体 对 圆柱 表面 产生 摩擦 力 ,而 且 由 于 流动 不 对 称 , 圆 柱 后 出 现 
尾 涡 , 流 体 还 将 对 圆柱 作用 压 差 力 . 所 以 达 朗 伯 伴 雇 产 生 的 原因 在 于 对 流体 所 
作 的 无 粘性 假设 ,使 得 实际 上 存在 的 粘性 阻力 和 压 差 阻 力 全 被 忽略 了 . 

图 6.19 是 圆柱 定常 绕 流 的 无 量 纲 压强 系数 曲线 . [是 无 粘性 假设 下 的 理论 
曲线 ,II 是 层 流 实验 条 件 下 实测 到 的 压强 曲线 ,III 是 淇 流 实验 条 件 下 实测 到 的 
压强 曲线 . 可 以 看 到 无 粘性 假设 下 理论 曲线 和 实测 曲线 明显 不 同 . 

对 于 物体 受阻 力 问题 有 各 种 理论 提出 来 加 以 讨论 . 早期 有 牛顿 粒子 模型 理 
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论 , 后 来 又 有 达 朗 伯 流 体 平衡 与 连续 性 理论 和 交 姆 霍 兹 一 瑞 利 的 间断 面 理论 . 
本 世纪 初 又 有 人 试图 从 物体 尾 流 中 寻求 解决 途径 ,但 均 未 给 出 令 人 满意 结果 , 目 
前 仍 缺 乏 完整 阻力 理论 . 

(二 ) 有 环 量 圆柱 定常 绕 流 (参见 附录 (A) 中 的 照片 2) 

对 于 有 环 量 的 圆柱 定常 绕 流 的 复 势 , 只 需 在 无 环 量 圆 柱 定 常 绕 流 的 复 势 上 ， 
再 迭 加 一 个 放置 在 原点 、 环 量 为 卫 的 点 涡 的 复 势 即 可 ,圆柱 的 边界 条 件 显 而 易 
见 是 满足 的 ,其 形式 是 


请 (二 V(=+ 和 + jln z. C6316 
复 速度 是 

dW a” rl1 

aw - Vo (1- 握 )+ 吉 十， (6.5.17) 
驻 点 z, 由 下 面 方程 确定 ， 

了 1 
乞 )+ 雪 二 = 0， (6.5.18) 

可 求 出 


mi 有 、 
z= ta- (二 ) (6.5.19) 


驻 点 z, 的 位 置 有 三 种 情况 : 
(1) | 卫 | >4rVea 
式 (6.5.19) 可 写成 


因此 z, 的 两 个 值 都 是 虚 值 . 令 
a l : 
“a [a -人 
并 且 讨 论 卫 >0 的 情况 , 则 
i RA I 
ai) ty (人 |) -oe > > 


说 明 zu 在 圆 | = | = a 之 外 . 令 另 一 驻 点 为 Zo， 


-| - (= :上 
2 A4n Vo 4nVo a 》 


其 模 


ES (ah) -< sh) 
4rV7。 4rV。 4rV。 4rV7。 2 
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(a) |IT|>4xaVe 


(b) |T| = 4raeV。 
时 
| 
(c) IFPI<4raV。 


图 6.20 有 环 量 圆柱 定常 绕 流 
说 明 ze 是 在 圆 | z| = a 之 内 . 
流动 图 案 可 见 图 6.20(a). 
(2) |T|=4xrVoa 
此 时 式 (6.5.19) 简 化 成 


| 
村 
| 


Re 
Zs AxVeo oY 
说 明 两 个 驻 点 重合 ,在 圆 | z| =4a 与 虚 轴 的 交点 上 . 

流动 图 案 可 见 图 6.20(b). 

(3) |T|<4xrVoa 

从 (6.5.19) 可 看 到 此 时 驻 点 有 两 个 . 
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这 说 明 此 时 两 个 驻 点 不 仅 关于 虚 轴 是 对 称 的 ,而 且 都 落 在 圆周 上 
流动 图 案 见 图 6.20(c). 
随 着 本 的 减 小 ,两 个 驻 点 将 顺 着 圆周 向 两 边 进一步 分 开 . 当 厂 =0 时 ,两 个 
驻 点 将 落 在 实 轴 上 , .= 土 a, 退 化 为 上 面 所 讨论 的 无 环 量 圆柱 定常 绕 流 情况 . 
由 (6.5.17) 式 可 得 到 圆柱 表面 上 速度 


-= dW 2 -2i 人 
|v| = 至 |= [Vol -e™) + 2:e 6 
三 2V. |sin0 -|. (6.5.20) 
作用 在 圆柱 上 压强 分 布 是 


(v | "| 


pb ea po + Hove [1 Vi 


a 1 .2 Ty Re 
= po + 坝 oV3 [1-4(sinO 和 | |. (6.5.21) 


圆柱 上 压强 系数 是 
. T YY 
cp 二] 一 4(sin 0 一 和 ) 
» 2 
-1 -hm0+ 汪 种 0- (6.5.22) 


作用 在 圆柱 上 合力 下 为 


2 
F=- 由 |z- + 序 cV&[1-4(sne- Fi) ]|. ndl 
=- pV I, (6.5.23) 
即 
F, = 0, 
F, =— pVoTI. 
式 (6.5.23) 就 是 上 一 节 所 导出 的 儒 可 夫 斯 基 公式 (6.4.8). 柱 体 固定 ,均匀 
来 流 以 速度 V, 绕 过 该 圆柱 时 , 柱 体 受 力 
| F=pveXT, 
而 当 柱 体 相 对 静止 流体 以 匀速 wm 运动 时 ,所 受 力 则 是 
F= -pvoxT, 
这 个 与 来 流 垂直 的 力 称 为 升力 ,这 显然 是 由 于 环 量 了 存在 的 缘故 . 
早 在 1672 年 ,牛顿 就 已 经 发 现 旋转 着 前 进 的 物体 受到 侧 向 力 的 作用 . 1810 
年 凯利 将 作用 在 物体 上 的 力 分 为 升力 和 阻力 . 1852 年 马 格 纳 斯 在 实验 中 发 现 
了 这 个 侧 向 的 升力 , 它 使 圆柱 产生 横向 运动 ,这 个 现象 后 来 被 称 为 马 格 纳 斯 效 
应 ,工程 上 也 有 人 称 之 为 习 效 应 . 


(6.5.24) 
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在 日 常生 活 中 有 些 有 趣 的 现象 ,是 可 以 用 马 格 纳 斯 效应 来 解释 的 . 例如 训 
练 有 素 的 足球 运动 员 可 以 中 出 旋转 的 球 ,其 飞行 轨迹 是 一 条 曲线 , 绕 过 对 方 的 运 
动员 及 守门 员 而 飞人 球门 内 (图 6.21). 这 种 球 俗称 为 “香花 球 ". 有 人 就 曾 以 马 
格 纳 斯 效应 详细 分 析 过 这 一 现象 .网球 、 乒 乓 球 中 的 “ 弧 圈 球 " 等 ,球体 在 飞行 中 
强烈 旋转 ,轨迹 呈 曲 线 状 ,着 地 后 会 向 其 它 方向 反弹 ,使 对 方 无 法 防守 ,也 是 可 用 
此 理论 加 以 解释 的 . 


_@-—— 
2 
i 


图 6.21 足球 场 上 的 “香蕉 球 ” 


人 体 血 管 中 , 管 壁 邻近 存在 一 个 血细胞 较 少 的 血浆 层 , 而 血细胞 等 有 形成 分 
随 血 流 运动 时 有 趋 轴 现 象 . 对 这 个 现象 进行 分 析 的 一 种 观点 是 考虑 到 有 形成 分 
在 剪 切 流 场 中 将 旋转 ,根据 马 格 纳 斯 效应 ,它们 受到 指向 管 轴 的 横向 力作 用 ,从 
而 向 轴 漂 移 . 但 马 格 纳 斯 效应 是 对 无 粘性 流体 而 言 的 ,对 于 粘性 血 流 它 是 否 仍然 
存在 ,还 是 要 进一步 加 以 讨论 的 . 同样 的 现象 ,在 工业 管道 中 以 液体 输 运 颗粒 物 
体 时 也 存在 . 

通过 均匀 来 流 迭 加 偶 极 子 以 及 点 涡 的 方法 得 到 了 无 环 量 圆柱 定常 绕 流 和 有 
环 量 圆 柱 定常 绕 流 的 流动 图 案 , 下 面 再 给 出 半 体 和 椭圆 柱 平面 绕 流 的 例子 (图 
6.22) ,其 中 所 迁 加 的 奇 点 的 强度 以 及 柱 体 周 界 曲线 ,流动 复 势 , 流 线 等 请 读者 自 
行 确定 . 


(c) 


图 6.22 柱 体 绕 流 
(a) 半 体 柱 (b) 兰 金 椭 圆柱 '(c) 开尔文 椭圆 柱 


本 节 通 过 对 圆柱 定常 绕 流 的 分 析 介绍 了 奇 点 迭 加 法 . 奇 点 迭 加 法 的 关键 在 
于 边界 形状 ,要 找 一 组 适当 的 流体 力学 育 点 ,在 它们 和 迭 加 后 的 组 合流 场 中 ,存在 
着 这 样 的 流 线 , 其 形状 恰 是 所 讨论 问题 的 边界 形状 . 这 种 方法 带 有 某 种 程度 的 
“凑合 "尝试 ,因而 也 有 人 称 其 为 奇 点 凑合 法 . 

例 6.6 某 一 组 合流 场 的 流动 复 势 是 
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丈 (z)=(1+ibn(z2-1)+(2-3i)ln(z2+4) + 二 ， 


它 是 由 哪些 流体 力学 奇 点 迭 加 而 成 的 ? 求 沿 | =| = 3 的 速度 环 量 及 通过 该 圆周 
的 流体 体积 流量 . 
解 ”可 以 重新 把 复 势 写成 


W(z)= GIn(z 二 天 二 ndz -1) 
-~ GDIn(z +1) - GYIn(z -1) 
+ Gln(z + 2i) + min(z — 2) 
+ min + 2i) + Sn(z 一 2) 


, Qn) 
2r 
因此 流 场 由 下 述 奇 点 迭 加 而 成 :z = -1, 点 源 2r; zx=1, 点 源 2r;izx= 一 1, 环 量 
一 2 的 点 涡 ;z=1, 环 量 - 2r 的 点 涡 ;z= -2i, 点 源 4r; xz=2i, 点 源 4r; z= 一 2i， 
环 量 6x 的 点 涡 ;z=2i, 环 量 6r 的 点 涡 ;z=0, 指 向 负 x 轴 方向 的 偶 极 子 2r. 


rl -3= Re[ dz| 


1 
之 ba 


|z1-3 dz 
= (1L+i)2z , (2-3)2z 11 | 
=Rel$ | 2 一 1 a 二 |dz = 8r， 
dW 
ce 


建议 本 节 参 看 录像 I- 3 中 的 有 关 部 分 和 附录 (A) 中 的 照片 2 与 5. 
6.6 ”镜像 法 解 平面 势 流 问题 


有 时 会 遇 到 这 样 的 问题 ;一 个 物体 绕 流 时 ,可 以 用 某 个 流体 力学 奇 点 来 代替 
它 , 流 场 的 复 势 也 就 容易 求 得 ,例如 求 机 咽 升 为 时 可 以 用 点 涡 来 代替 ,但 如 果 在 
流 场 中 还 存在 着 直线 边界 或 圆周 边界 (这 相当 机 辟 在 地 面 附近 或 机 杜 放 人 风 洞 
作 吹 风 实验 ) ,此 时 怎样 求 流 场 复 势 呢 ?这 一 节 就 介绍 在 流 场 中 存在 直线 边界 或 
圆周 边界 时 求 复 势 的 方法 一 一 镜像 法 . 

设想 以 C 为 边界 的 区 域 r 之 外 存在 一 组 流体 力学 奇 点 S, 如 在 r 内 放置 另 
一 组 奇 点 S 之 后 ,组 合流 场 恰好 存在 这 样 一 条 流 线 , 它 就 是 边界 C; 那 末 奇 点 S” 
就 称 为 奇 点 S 关于 边界 C 的 镜像 ,而 由 奇 点 S 和 SS 构成 的 组 合流 场 的 复 势 就 
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是 所 求 的 之 外 区 域 中 流 场 的 复 势 . 求 S 的 镜像 来 巷 。  s 
代 区 域 ,这 种 方法 通常 称 为 镜像 法 . 

镜像 法 的 关键 有 两 点 : 一 是 所 求 的 镜像 奇 点 不 能 在 
原 区 域 中 ,要 保证 原 区 域 的 奇 性 ;二 是 组 合流 场 中 存在 一 : 
条 流 线 ,就 是 边界 C. c 

(一 ) 加 定理 

车 在 | | = 的 圆周 之 外 无 界 流 场 中 存在 流体 力学 
奇 点 ,其 复 势 已 知 为 /(z), 则 当 流 场 中 放 人 | z| =a 的 加 
周 固 壁 之 后 流 场 的 复 势 是 

W(z) = f(z) +7(®), (6.6.1) 

式 中 记号 了 (z) 的 定义 是 除 z 之 外 将 f(z) 中 所 有 虚数 i 改 为 一 i 

证 明 :首先 , f(z) 的 奇 点 = 都 在 加 外 ; | = | >a, 则 了 (入 ) 的 奇 点 将 是 4 以 


图 6.23 奇 点 及 其 镜像 


及 原点 ,因而 他 们 都 在 圆 内 ,这样 (对 -不 在 |z| >a 内 增加 新 的 奇 点 ,从 而 保 


证 了 区 域 | =| >a 的 奇 性 . 
现在 考察 圆周 | z| = a. 在 圆周 上 = = ae ,所 以 


复 势 在 圆周 上 为 
W(z)= f(z)+f(z)= f(z)+ f(z), 
它 只 有 实 部 , 虚 部 为 零 , 即 y=0, 说 明 |z| =a 是 流 线 . 
因此 (6.6.1) 式 是 满足 边界 条 件 的 复 势 表示 式 . 
例 6.7 大 小 为 Vw 的 均匀 直线 来 流 ,其 方向 与 x 轴 成 a 角 , 求 半径 为 a 的 
圆柱 无 环 量 绕 流 复 势 . 
解 ” 对 于 来 流 方向 与 zx 轴 平 行 的 无 环 量 圆柱 绕 流 , 复 势 是 (6.5.8) 式 


W(z)= v. (z+4), 
若 来 流 方向 与 z 轴 成 a 角 , 则 只 需 作 坐 标 转换 , 易 得 到 
W(z) = Vv (ei z+ oe). (6.6.2) 


现在 用 圆 定理 来 解 这 一 问题 . 
与 zx 轴 成 a 角 、 大 小 为 Vw 的 均匀 直线 来 流 , 流 场 复 势 是 
f(z)= Voe “xz. 
根据 圆 定理 ,对 于 | z| = a 的 镜像 的 复 势 是 
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a 2 
FS)=Voe 

因此 圆周 固 壁 之 外 流 场 的 复 势 为 
W(z) = f(z) +7($)= Voe z+ Ve 2 


2 
-ia ic 公 
= vs z+e 乞 | 

(二 ) 平面 定理 

现在 讨论 平面 固 壁 边界 的 情况 . 一 种 平面 固 壁 设 在 y=0 位 置 , 另 一 种 设 在 
2Z=(0 位 置 . ， 

1. 平面 定理 (1) . | 

车 在 y>0 的 上 半 平 面 中 存在 流体 力学 奇 点 ,其 复 势 已 知 为 f(z), 则 当 流 
场 中 放 和 人 y=0 的 平面 固 壁 之 后 ,上 半 平 面 流 场 复 势 是 

W(z) = f(z) + f(z). (6.6.3) 

证 明 ; 首 先 , f(z) 的 奇 点 z, 已 知 都 在 y>0 平面 中 , 则 f(z) 的 奇 点 z 都 将 
在 下 半 平 面 y<0 之 内 ,不 会 破坏 上 半 平 面 的 奇 性 . 

其 次 ,考察 平面 固 壁 线 y=0. 在 y=0 上 ,z=z, 所 以 复 势 在 y 二 0 上 为 

W(z)= f(z)+f(z)= f(z)+f(z)= f(z)+ Fz). 
此 式 只 有 实 部 ,而 虚 部 为 零 , 即 y=0, 说 明 y= 
0 是 流 线 . 

因此 (6.6.3) 是 所 求 满足 边界 条 件 的 复 势 
表示 式 . 

例 6.8 如 图 6.24 所 示 , 在 zo= hi 处 放置 
一 个 环 量 为 本 的 点 涡 ,y =0 是 一 无 限 长 固 壁 ， 
求 流 场 复 势 及 固 壁 上 速度 与 压强 分 布 . 

解 ” 当 不 存在 固 壁 时 ,在 zo 三 hi 处 点 涡 的 图 6.24 上 半 面 点 涡 
复 势 是 


f(z)=AIn(z -hi), 
当 放 人 固 壁 y=0 后 ,上 半 平 面 流动 复 势 由 (6.6.3) 式 确定 为 
W(z) = 元 Dm(z —hi) -ln(x + hi), 


流 场 复 速度 为 
|( 1 | 
dz 2rm\z—hi z+hi nT \zi+hi)’ 


因而 在 固 壁 y=0 上 ， 
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v= 0. 

由 伯 努 利 方程 可 求 得 平面 y=0 上 压强 分 布 为 

妃 = 常 量 - 却 pV?= 常 量 - pC ry ; 

2. 平面 定理 (2) 

若 在 x >0 的 右 半 平面 中 存在 流体 力学 奇 点 ,其 复 势 为 f(z), 则 当 流 场 中 
放 和 人 z=0 的 平面 固 壁 之 后 , 右 半 平 面 流 场 复 势 是 

” W(z) = f(z)+f(- z). (6.6.4) 

证 明 ; 首 先 , f(z) 的 奇 点 z; 已 知 都 在 >0 平面 中 , 则 了 (一 z) 的 奇 点 一 去 
都 将 在 z<0 区 域内 ,因而 没有 破坏 z >0 平 面 的 奇 性 . 

其 次 ,考察 平面 固 壁 线 x=0. 在 z=0 上 ,z= 一 己 , 所 以 复 势 在 z=0 上 为 

W(z)= f(z)+F(-z)=/(z)+f(z)= f(z)+f(z), 
它 的 虚 部 为 零 , 即 y=0, 说 明 zx =0 是 流 线 . 

因此 (6.6.4) 是 所 求 满足 边界 条 件 的 复 势 表示 式 . 

例 6.9 如 图 6.25 所 示 ,在 第 一 象限 直角 
区 域内 zo 处 放置 一 个 环 量 为 卫 的 涡 , 求 流 场 
复 势 与 复 速 度 . 

解 ”本题 的 流动 区 域 是 由 x=0 和 y=0 
两 个 直线 固 壁 为 边界 的 ,可 以 分 开 来 考虑 . 首 
先 考虑 存在 x=0 固 壁 时 的 流 场 . 对 于 zo 处 的 
涡 卫 ， 


F(z) = 天 In(z-zo)， 图 6.25 直角 域内 点 涡 
则 当 放 入 x =0 固 壁 后 ， fl 6. ee 
Wi(z)= 3 去 In(z - z0) — 去 In(- z — zo) 


jln(z 一 z0) 一 到 tn(z +z0o)+ 常 量 . 
然后 放 入 固 壁 y=0, 则 进一步 由 (6.6.3) 确 定 最 后 所 求 流 场 的 复 势 是 
W= W,(z)+ 现 /(z) = jln(z — | 去 In(z 和 


-ln(z - 0) + i 去 In(z + zo) + 常量 


z2 — zt 


i 有 z? 
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复 势 中 的 常量 项 对 流 场 不 起 作用 , 故 可 以 不 予 考虑 . 
复 速度 为 


ey 1 1 SE 


: 二 eh 
之 一 Z0 过 十 Z0 过 一 -0 之 十 Z0 


下 (zl — ze) 

Tn (zz) a) 
镜像 法 的 实质 是 寻找 奇 点 关于 边界 的 

映像 点 ,因此 本 题 还 可 以 如 图 6.26 所 示 那 

样 找 出 zo 点 关于 x=0 和 y=10 的 镜像 点 . 

它们 应 在 z= zo,z= 一 zo,z= 一 Zo 处 , 环 

量 大 小 不 变 但 方向 要 变化 ,这 样 就 可 直接 

求 出 流 场 的 复 势 是 


W(z)=a[In(z ~ z0) -In(z—) 


+ln(z+zo)—lIn(z+zo)] 
有 6.26 直角 域内 点 涡 及 其 镜像 


6.7 共 形 映射 法 解 平 面 势 流 问题 


在 实际 问题 中 ,许多 流动 区 域 是 比较 复杂 的 ,例如 绕 机 器 的 流动 ,多 角形 区 
域内 的 流动 等 等 ,用 前 面 介绍 的 奇 点 先 代 方法 和 镜 象 法 很 难 求 得 在 这 些 复杂 区 
域内 流动 复 势 . 根据 复 势 函 数 的 数学 特性 ,借助 于 复 变 函数 中 的 共 形 映射 方法 ， 
就 可 以 较 好 地 解决 一 大 部 分 这 样 的 问题 . 这 个 方法 的 基本 思想 是 这 样 的 ,通过 
一 个 解析 函数 z= A(5) ,把 物理 平面 > 上 比较 复杂 的 边界 映射 到 辅助 平面 5 上 
比较 简单 的 边界 ,例如 圆周 或 直线 ,而 在 辅助 平面 5 上 相应 的 流动 问题 较 易 求 
得 复 势 ,然后 通过 物理 平面 和 辅助 平面 的 对 应 映射 关系 来 求 得 物理 平面 的 流动 
复 势 . 

(一 ) 基本 思想 

我 们 以 周 线 为 C 的 物体 的 不 脱 体 绕 流 为 例 ,阐述 共 形 映射 法 的 基本 思想 . 

设 在 无 穷 远 处 有 速度 为 V。 ,方向 为 a 角 的 均匀 来 流 绕 过 一 个 周 线 为 C 的 
形状 较 复杂 的 物体 . 若 找到 了 一 个 解析 函数 = = /(¢), ( 令 其 反 函 数 为 5 = 
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F(z), 将 周 线 C 变换 为 C 平 面 上 形状 较 简 单 的 周 线 C* (如 圆周 ) ,将 C 外 的 区 
域 单 值 保 角 映 射 到 《 平面 上 周 线 C* 外 的 区 域 ,并 且 规 定 了 z= %% 对 应 于 《=o%. 
在 这 样 映射 下 ,辅助 平面 5 上 就 形成 了 一 个 在 无 穷 远 处 有 速度 为 Vz 的 均匀 来 
流 绕 过 周 线 为 C* 的 物体 的 流动 . 

辅助 平面 < 上 对 应 的 流动 复 势 设 为 W*(5), 那 末 由 于 页”〈5) 和 C=F(z) 
也 是 解析 函数 ,因此 

W’(¢) = 页 (F(z)) = W(z) (6.7.1) 
仍 是 解析 函数 , 且 代 表 物 理 平面 的 流动 复 势 . 

上 面 所 说 的 过 程 是 共 形 映射 法 的 最 基本 的 思想 . 这 样 得 到 的 解析 函数 
W(z) 是 否 确实 代表 所 求 问题 的 流动 复 势 呢 ?现在 来 导出 物理 平面 和 辅助 平面 
之 间 的 一 些 对 应 关系 ,同时 也 就 证 实 了 这 样 得 到 的 解析 函数 W(z) 确 实 代 表 物 
理 平面 上 的 流动 复 势 . 

(1) x 平面 上 等 势 线 与 流 线 对 应 到 物理 平面 上 仍 为 等 势 线 与 流 线 . 

由 于 W’* (0)=9" (£,7) +iy’ (€,7), 

W(z)= p(x,y)+iy(z,y), 
这 两 个 解析 函数 又 满足 
W’*(t)=W’ (F(z))= W(z), 

因此 

0” (€,7) = p(x,y), (6.7.2) 

J” (€,7) = yx,y), (6.7.3) 
所 以 《平面 上 等 势 线 与 流 线 对 应 到 = 平面 上 仍 是 等 势 线 与 流 线 . 也 说 明 这 样 得 
到 的 WW(z) 保 证 了 物理 平面 上 周 线 C 是 流 线 . 

(2) “平面 和 >z 平面 上 复 速度 关系 


由 于 dW’ (6) _dW(z) .dz 
dc dz dE&’ 
而 且 根 据 解析 变换 唯一 性 要 求 ,已 规定 了 所 作 映 射 使 z= 二 co 对 应 于 5= co ,并 且 
dz ; 
亚 |。 = 三 (5)|。 一 mn > 0. (6.7.4) 
如 果 在 《平面 上 设置 的 均匀 来 流 大 小 为 和 = Vo ,方向 是 c , 即 
_ 三 
那么 在 物理 平面 上 ,无 穷 远 处 速度 将 是 
dW(z) dW’* (5) /dz 四 -ia 
2 = (人 Ed a 


这 恰 是 速度 为 V ,方向 为 a 的 均匀 直线 流 的 复 速度 . 反之 就 说 明 , 对 于 速度 为 
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Y= ,方向 为 a 的 均匀 直线 流 绕 过 物体 时 ,利用 共 形 映 射 方法 使 得 物体 周 界 变换 
为 5 平面 上 较 简单 周 界 (如 贺 周 ), 此 时 在 < 平面 上 应 设置 一 个 速度 为 mV ， 
方向 仍 为 a 角 的 均匀 直线 流 . 

(3) 速度 环 量 和 流量 间 关 系 

平面 上 任 一 封闭 曲线 1" 的 速度 环 量 让 " 和 通过 它 的 流量 Q 由 复 速度 的 
积分 求 得 

ii 

设 和 4” 对 应 的 贡 半 央 虑 二 4 , 则 ! 上 的 速度 环 量 卫 和 通过 它 的 流 
量 Q, 应 是 


te) dy 0. 
但 是 由 于 
dW*(f) ff dWdz dw , 
中 de do =. qz dcds = 中 至 
所 以 T* +iQv =T+iQ,, 
即 r=r 


Q.=Qv. 
这 同时 也 说 明 所 得 的 复 势 W(z) 确 保 了 原 物理 平面 上 点 源 和 环 量 这 两 个 奇 点 及 
它们 的 性 质 ( 但 是 偶 极 子 情况 就 不 同 了 ,请 读者 思考 . ) 
现在 考察 定常 绕 流 问题 的 复 势 


图 6.27 周 界 为 C 的 物体 映照 为 圆柱 体 


设 无 穷 远 处 有 一 个 速度 为 V。 ,方向 为 a 角 的 均匀 直线 来 流 绕 过 一 个 物体 
C. 解析 函数 >= f(¢)( 反 函数 ¢= 下 (z)) 将 物体 C 外 部 单 叶 映照 到 平面 上 半 
径 为 a 的 圆周 C 的 外 部 (图 6.27). 记 广 (5)|,-。 = m。 ,根据 前 面 所 述 ,在 5 
平面 上 则 是 大 小 为 mV。 ,方向 为 a 的 均匀 来 流 绕 过 一 半径 为 a 的 圆柱 . 容易 
号 出 映照 平面 $ 上 该 问题 的 复 势 W* (Z)， 
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W’(t) = mo Voe t+ mo Voe'a } LN (6.7.5) 


a 27rri 
于 是 物理 平面 上 物体 C 定常 绕 流 的 复 势 就 是 


加 a me Vee'a’ :EE 
区 = mnV-e t+ 一 2 (6.7.6) 
¢ = F(z). 
物理 平面 上 的 复 速 度 是 
dw _ dw"” /dé - as _ maoVoea ,Tl1 / 生 
性 de /此 (me Vee™ - 2 ” 玩 | ds” (6.7.7) 
C= F(z). 


综观 这 个 过 程 可 看 到 ， 关键 在 于 寻找 出 所 需 的 解析 函数 z= 了 (8&). 

然而 仔细 的 观察 和 思考 就 会 发 现 , (6.7.6) 式 还 没有 完全 解决 所 求 的 问题 ， 
主要 原因 是 还 无 法 确定 该 式 之 中 的 环 量 值 卫 . 在 前 面 的 讨论 中 已 发 现 环 量 丁 的 
确定 是 十 分 重要 的 , 它 决 定 了 定常 绕 流 物体 的 受 力 大 小 . 下 面 介绍 具有 人 尖 后 缘 
机 辟 定 常 绕 流 及 速度 环 量 卫 确定 的 方法 . 

(二 ) 儒 可 夫 斯 基 假 定 及 环 量 的 确定 

考虑 具有 尖 后 缘 翼 型 的 定常 绕 流 问题 . 大 量 的 观察 发 现 , 流动 冲 角 不 大 以 
至 无 严重 流动 分 离 时 ,要 型 上 下 两 股 气流 总 在 尖 后 缘 上 汇合 ,下 股 气流 不 会 绕 过 
尖 后 缘 流 至 翼 型 上 侧 , 上 股 气流 也 不 会 绕 过 尖 后 缘 流 至 要 型 下 侧 . 因此 可 认为 
在 尖 后 缘 处 ,流动 速度 值 是 有 限 值 . 通常 把 这 假定 称 为 儒 可 夫 斯 基 假 定 (或 库 塔 
条 件 ). 

根据 这 一 重要 的 假定 就 可 以 求 出 具有 尖 后 缘 咽 型 定常 绕 流 的 环 量 值 . 

在 物理 平面 > 上 的 周 界 C 通过 解析 函数 z= f(《) 映 射 到 变换 平面 & 上 的 
圆周 C* , 设 尖 后 缘 点 B 对 应 于 变换 平面 5 上 了 "点 (图 6.28). B 点 的 外 角 是 
2x-6,B" 点 的 外 角 是 ,显然 z= 了 (4) 在 B 点 的 保 角 性 破坏 ,因而 必然 有 


dz = 0 


dtls 
儒 可 夫 斯 基 假 定 认为 ,B 点 的 流动 速度 值 是 有 限 的 ， my | 为 有 限 值 ,于 是 
dW | _dW| . 牧 


| (6.7.8) 


dz 


将 此 结果 代 和 人 (6.7.5) 式 ， 


i maVoea’ THl1 ) 
(mo Veoe = 到 2 三 0: (6.7.9) 
记 Cp* = ae’, 


9 是 尖 后 缘 点 B 的 映 象 点 的 极 角 ,于 是 有 
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WV 2 cbs. ny 
Tl1 a 
由 此 解 出 
卫 = 4xamo Vosin(0 ~ a). (6.7.11) 


图 6.28 具有 尖 后 缘 点 机 可 映照 为 贺 


这 样 ,在 儒 可 夫 斯 基 假定 基础 上 导出 了 尖 后 缘 辟 型 定常 绕 流 时 环 量 及 的 表 
示 式 (6.7.11). 现在 ,问题 原则 上 已 经 解决 , 留 下 的 是 数学 上 怎样 找 解析 函数 的 
问题 . 

对 于 尖 后 缘 咽 型 的 绕 流 问 题 可 用 (6.7.1) 求 环 量 卫 , 但 若 翼 型 不 具有 人 尖 后 
缘 ,那么 就 无 法 从 理论 上 求 卫 , 只 能 用 实验 测 得 或 者 事先 给 定 , 这 是 要 注意 的 . 

燃 型 绕 流 的 环 量 是 怎样 产生 的 呢 ? 现 在 看 一 下 静止 流 场 中 的 翼 型 在 加 速 至 
V 的 过 程 中 环 量 产生 的 物理 过 程 . 

在 静止 流 场 中 有 一 细 型 (图 6.29(a)), 作 一 包围 该 必 型 并 延伸 到 足够 远 的 
封闭 流体 线 C. 轻型 启动 前 ,显然 沿 C 的 速度 环 量 为 零 , 由 开尔文 定理 可 知 沿 
C 的 速度 环 量 将 始终 保持 为 零 . 现在 翼 型 启动 ,速度 达到 Vo (图 6.29(b)) ,此 
时 后 缘 点 A 处 流动 速度 达到 很 大 的 值 , 压 强 降 低 ,机 可 下 侧面 流体 将 绕 过 A 点 
流向 驻 点 妃 . 由 于 流动 是 低压 向 高 压 方向 进行 ,流动 形成 分 离 ,产生 逆 时 针 涡 旋 
随 流体 向 尾部 移动 ,在 尾部 脱落 . 由 于 沿 C 的 总 环 量 是 零 , 因 此 在 翼 型 上 必然 
同时 产生 一 个 与 脱落 的 涡 强 度 相等 方向 相反 的 涡 , 这 个 涡 的 作用 使 得 驻 点 向 后 


C C ， C 
-一 工 
EBB. )( GI 


(a) (b) (c) 
图 6.29 机 可 绕 流 时 环 量 的 产生 过 程 
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缘 点 移动 ,在 尚未 到 达 后 缘 点 时 ,不 断 有 反 时 针 涡 产生 并 脱落 ,而 在 翼 型 上 涡 的 
强度 也 将 继续 加 强 . 

不 断 脱 落 流向 下 游 的 涡 称 为 起 动 涡 , 附 在 要 型 上 的 涡 称 为 附着 涡 . 机 经 以 
Vo 继续 飞行 , 翼 面 上 驻 点 后 移 直到 后 缘 点 , 辟 型 上 下 两 侧 的 两 股 流动 在 后 缘 处 
汇合 . 此 时 ,不 再 有 涡 从 翼 面 脱落 ,附着 涡 的 强度 也 不 再 发 生变 化 ,机 辟 的 环 量 
值 就 是 对 应 于 均匀 直线 来 流 情况 下 要 型 绕 流 的 环 量 值 全 (图 6.29(c)). 可 参看 
附录 (A) 中 的 照片 1. 

(三 ) 癸 可 夫 斯 基 变 换 及 其 应 用 

儒 可 夫 斯 基 变 换 函 数 定义 为 

到 | Ca 
z= 却 (#+ 筷 )， (6.7.12) 


式 中 65 是 实 常数 . 这 个 函数 有 一 阶 分 支点 5= 土 . 为 了 保证 映照 的 要 求 , 它 的 
反 函 数 取 下 面 单 值 分 支 ， 
£=z+Vz -bb’, (6.7.13) 
这 就 使 得 z= 一 oo 对 应 于 Et 一 co 儒 可 夫 斯 基 函 数 除 分 支点 5= 二 6 之 外 处 处 存 
在 导数 


紧 = 却 (1- 名 )， (6.7.14) 


说 明 除 5= 土 之 外 处 处 保 角 . 

1. 儒 可 夫 斯 基 函 数 的 几何 性 质 

(1) z 平面 上 半 宽 长 为 的 直线 段 变换 为 5 平面 上 半径 为 上 的 圆周 (图 
6.30). 


图 6.30 直线 段 映 射 为 圆周 


(2) z 平面 上 长 、 短 半 轴 分 别 为 a 、b1 的 椭圆 变换 为 平面 上 半径 为 a 的 
圆周 (图 6.31). 
参数 zc、 由 下 式 确定 ， 


a = QI 十 D1， (6.7.15) 
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© 
bl 
/| 下 


(a) 
图 6.31 椭圆 映射 为 圆周 


b=Var -bi. (6.7.16) 
变换 参数 5 即 是 所 给 椭圆 的 半 焦 距 . 
(3) z 平 面 上 圆 弧 变 换 为 平面 上 偏心 圆周 (图 6.32). 


图 6.33 ”对 称 机 要 映射 为 偏心 圆周 


已 知 圆 弧 参数 R 和 2 ,映射 圆 的 偏心 距 m 由 


间 2 
R= 刀 + 寺 (入 一) (6.7.17) 
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确定 ,映射 圆周 半径 a 为 
a=Vm: +b. (6.7.18) 
(4) z 平面 上 对 称 机 辟 变 换 为 8 平面 上 偏心 圆周 (图 6.33). 
(5) z 平面 上 儒 可 夫 斯 基 机 翼 变 换 为 5 平面 上 偏心 圆周 (图 6.34). 


图 6.34 儒 可 夫 斯 基 机 要 映 射 为 偏心 圆周 

由 于 非常 复杂 ,这 里 不 写 出 性 质 (4)、(5) 中 参数 之 间 表 示 式 . 

2. 颂 可 夫 斯 基 变 换 的 应 用 

下 面 举例 说 明 儒 可 夫 斯 基 变换 在 柱 体 定常 绕 流 中 的 应 用 ， 

例 6.10 长 26 的 平板 放置 在 无 粘性 不 可 压缩 流体 之 中 ,速度 为 Vo 的 均 
匀 来 流 平行 绕 过 该 平板 , 冲 角 为 a, 试 求 : 

(1) 流 场 复 势 及 复 速度 ; 

(2) 平板 后 缘 满足 儒 可 夫 斯 基 条 件 时 的 环 量 也; 

(3) 单位 长 度 升 力 系数 cL( 图 6.35). 


图 6.35 平板 绕 流 
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解 ”利用 儒 可 夫 斯 基 变换 函数 的 反 函 数 
5=z+V zx —b’, 
将 = 平面 上 长 2 的 平板 映照 为 5 平面 上 半径 为 的 圆 , z 平面 上 速度 为 V。 、 冲 


角 为 a 的 均匀 来 流 绕 过 平板 ,在 《平面 上 对 应 为 速度 为 地 V。、 冲 角 为 a 的 均匀 
来 流 绕 该 圆周 .5 平面 的 流动 复 势 是 
W (9) = Vo (et + er)+ jln &, 


因而 物理 平面 上 流动 复 势 将 是 
a 一 7 
W(z)= 4V.|e “(z+ 2 由 + 二 全 
+ ln(z +V z ~ b’). 
Ti 
由 于 


a be” 
e (z+Y xz 一 0 ) + 一 一 三 一- 
(z+Vz —b’) 


=e (z+Vz -6b)+e(z-Vz -pb) 
9 二 ee 
= 2z cosa~2isina.Vz -pb, 
In(z +V zx: — b7) = dh! 六 +Inb. 
在 略 去 对 速度 场 不 起 影响 的 常数 项 之 后 , 复 势 为 
W(xz)= 方 V。 (2z cos a ~2isina Ve br)+ch! 这 


= Vo *z*cosa—iV,sinaVez T+ 人 
复 速 度 是 
dW(z) _. Ee > I 1 
WY - Yome vosine E+ py pe 


平板 后 缘 满 足 儒 可 夫 斯 基 条件 时 的 环 量 由 (6.7.11) 式 求 得 为 
T= 一 2rpVsin a. 
升力 由 (6.4.8) 式 求 得 为 
了 三 0OV。 Ir| =2xbVi po sin a . 
升力 系数 是 cr 一 L = 4nb sin a. 


1 
Vove 
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单位 长 度 升力 系数 为 


在 冲 角 较 小 时 
cl 一 2r a, 
说 明 单 位 板 长 升力 系数 与 冲 角 a 成 正比 ,与 来 流速 V 及 板 长 无 关 . 


例 6.11 求 速度 为 V。、 冲 角 为 a 的 均匀 来 流 绕 过 儒 可 夫 斯 基 权 型 的 流动 
复 势 、 复 速度 及 环 量 (图 6.36). 


6.36 ” 儒 可 夫 斯 基 凤 型 绕 流 


解 利用 侍 可 夫 斯 基 变换 将 该 要 型 映照 为 《 平面 上 偏心 圆 ,其 圆心 位 于 
5= bo 处 ,半径 为 a. 在 《平面 上 对 应 有 大 小 为 却 V。 , 冲 角 为 a 的 均匀 来 流 ， 
在 《平面 上 ,偏心 圆 的 绕 流 复 势 易 求 得 为 
W(t) = FV let- to) + th]+ Rn- bo), 
5 平面 上 复 速 度 是 


dwW* _1 -is acer Tr 1 
Ve CE 南下， 


因此 在 = 平面 上 复 势 是 
_1 , Ce 
A 
+ iln(z + z+ —b” — Co), 
在 xz 平面 上 复 速度 是 


a a 
dz de lde 
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cb 一 


| vl el/ 


A 

(St pl mi 

. (z 站 / 2 bp) 
(z+ / 7 = pi) 一 12 
速度 环 量 由 (6.7.11) 式 求 得 是 
T= -2xbVosin(a + B), 
升力 是 | 
L=pV, |T|=2rb0V?, sin(a + 8). 

建议 本 节 参 看 附录 (A) 中 的 照片 3. 

“ (四) 施 瓦 茨 - 克里斯托弗 尔 变换 及 其 应 用 

在 自然 界 和 工程 实际 问题 中 ,还 会 出 现 许多 流动 区 域 如 图 (6.37) 所 示 的 由 


” 直 壁 组 成 的 多 角形 区 域 . 这 类 区 域 中 流动 通常 采用 施 瓦 茨 - 克里斯托弗 尔 变换 


将 多 角形 区 域 映照 到 半 无 限 平面 来 解决 . 


(a) (b) (c¢) 
图 6.37 角形 区 域 流动 


施 瓦 区 一 克里斯托弗 尔 变换 定义 是 : 
设 在 = 平面 内 有 一 个 ” 角形 ,其 外 角 分 别 是 6; , 9, ,…,6,( 用 弧度 来 表示 )， 
令 
z = 4 一 一 一 一 到 一 +8， (6.7.19) 
(ah (0 
式 中 A 与 B 为 复 常 数 ,al ,a,,…,a, 是 实 常数 . 关系 式 (6.7.19) 称 为 施 瓦 蒋 - 
克里斯托弗 尔 变 换 , 它 将 这 个 nn 角形 变换 为 平面 的 上 半 平 面 ,多 角形 顶点 
Ai,A,,…, A, 变换 为 5 平面 实 轴 上 的 点 A7 , A; ,…, A ,其 坐标 分 别 为 C1， 
ca，…a, (图 6.38). 
这 个 变换 在 一 _ 般 的 复 变 函 数 教程 中 都 有 详细 分 析 - 这 里 不 再 多 作 讨 论 ,下 面 
仅 指 出 应 用 中 的 几 点 注意 . 
(1) Ai,A,,…,A, 和 Ar ,A; ,…,A* 顺序 排列 对 应 关系 应 符合 边界 与 区 
域 的 对 应 关系 ee eh te et 
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| Q2 Q3 G4 
Ar Az 


图 6.38 角形 周 界 映照 为 直线 


(2) 两 条 平行 线 可 以 看 作 在 无 穷 远 处 相交 ,外 角 为 x. 

(3) 应 用 中 常 将 某 点 映照 到 《 平面 实 轴 上 无 穷 远 处 , 即 规定 w 为 co ,此 时 
(6.7.19) 中 含 w 的 因子 自动 消失 . 

(4) 在 (6.7.19) 中 有 n+2 个 常数 ,A,B,al,as,"…,a,, 可 以 预先 规定 好 
a1,as,…,a, 中 的 任意 3 个 ,另外 n 一 1 个 常数 由 具体 边界 条 件 和 流动 边界 条 
件 加 以 确定 . 

下 面 以 几 个 具体 例子 来 说 明 施 瓦 蒋 - 克里斯托弗 尔 变换 在 求解 多 角形 域内 
流动 问题 中 的 应 用 . 

例 6.12 求 图 6.39 中 各 半 无 限 长 渠道 内 的 流动 . 


图 6.39 半 无 限 长 渠道 内 流动 


解 ”利用 施 瓦 茨 - 克里斯托弗 尔 变换 函数 将 半 无 限 长 区 域 映 照 到 上 半 平 
面 . 下 面 列 出 对 应 点 的 关系 : 


6.7 共 形 映射 法 解 平 面 势 流 问 题 '， 319 ， 


- Ai A, A; As 
z 坐标 co0+ih ih 0 co 
Tx Tt 
0 nT 3 了 nT 
[q Ar A A As 
“ 坐标 一 oo -1 1 + co 


根据 所 列 对 应 点 的 关系 ,变换 式 (6.7.19) 是 


之 二 eR 三 2 
A|. 3 Ad E+. 


式 中 待定 系数 A 和 B 可 以 利用 z 平面 上 A, ,A; 和 《平面 上 A; ,A; 的 对 应 关 
系 来 确定 . 可 以 写 出 两 个 关系 式 

这 = Ach'(-1)+B= AnitB, 

0= Ach"'1+B= 8B, 


于 是 有 A= 上 ，B=0. 
因此 变换 式 可 最 后 表示 为 

之 = 全 ch 5 
或 SR 


它 将 = 平面 上 半 无 限 长 渠道 的 边界 变换 为 5 平面 上 的 实 轴 ,渠道 内 的 区 域 变换 
为 “平面 的 上 半 和 平面 . 
现在 就 可 以 求 图 6.39 中 几 个 流动 的 复 势 . 


(1) 图 6.39(a) 边 界 A,A， 上 z=i 多 处 有 一 个 强度 为 Q, 的 源 . < =i 分 的 
对 应 点 是 ; 
¢=ch 广 (i 3)= 0. 
因此 在 《平面 上 ,在 实 轴 的 《=0 人 个 强度 为 Q, 的 源 , 则 上 半 平 面 流动 复 
势 是 


WwW’ (¢) = ln ¢= Qln 6 


物理 平面 x 上 , 半 无 限 长 渠道 内 的 流动 复 势 是 
W(z) = Sein( 由 下 )， 
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复 速度 是 


(2) 图 6.39(b) 角 点 A3 处 有 一 强度 为 Q, 的 源 ,在 角 点 A, 处 有 一 强度 为 
Q, 的 汇 . 根据 对 应 关系 ,在 平面 上 ,5 轴 的 A2 处 有 一 强度 Q, 的 汇 ,A; 处 
有 一 强度 Q, 的 源 ,其 复 势 是 
WwW” (= 也 3 in(¢ -1) - Se: In( t+ 1) 


本 ， “ -1 
.二 nS 二 7}. 
因此 在 物理 平面 = 家 :内 和 % 导 长 六 镍 内 的 流动 各 六 是 


| 


W(z) = 2 ln 


Ch 
(3) 图 6.39(c) 边 界 A;A, 上 z=h 处 有 一 强度 为 Q, 的 汇 . = = 户 的 对 应 
点 是 
C= ch 到 。 h)= chx. 
因此 在 “平面 上 ,在 实 轴 “= ch 处 有 一 强度 为 Q, 的 汇 , 则 上 半 平 面 流动 复 
势 是 


WwW” (Os es In(¢— ch x) 


= -人 In(¢— cha). 
物理 平面 上 , 半 无 限 长 渠道 内 的 流动 复 势 是 
W(z) =— Q, In(ch 一 之 一 chr). 


应 当 注意 ， 直线 边 界 上 有 一 强度 为 Q. 的 
源 ,流体 全 部 流 和 人 该 边界 一 侧 区 域 时 ,可 以 认 ， 
为 车 无 边界 时 ,该 处 实际 源 强 是 2Q .， 
例 6.13 求 无 限 长 渠道 内 的 流动 . 法 
解 图 6.40 所 示 无 限 长 渠道 内 流动 情 4 
况 ,可 以 用 例 6.12 的 类 似 方法 处 理 . 首先 


应 找 出 具体 的 施 瓦 芯 - 克里斯托弗 尔 变换 
函数 . 图 6.40 无 限 长 渠道 内 流动 


Az IAsS As 
a 1 


(b) 


6.7 共 形 映射 法 解 平 面 势 流 问 题 . 321 ， 


之 Ai A, A; As 
z 坐标 co 十 这 一 co 十 雇 一 oo oo 

0 工 nx n 工 

Ai Az A As 
5 坐标 一 oo 0 0 一 co 


根据 所 列 对 应 点 的 关系 ,变换 式 (6.7.19) 是 
站 =A| 沪 +8=Ant+8. 


式 中 待定 系数 A 和 B 可 以 这 样 来 确定 :渠道 下 边界 上 有 一 点 可 以 对 应 于 < 平面 
上 正 实 轴 的 任意 一 处 , 设 z=0 对 应 “=1; 又 对 于 渠道 上 边界 上 任 一 点 zx= 工 十 
记 ,应 对 应 于 上 平面 上 负 实 轴 上 的 点 5= | 引 e. 这 样 可 以 列 出 两 个 关系 式 
0=Alnl+B=8B, 
rt+ih=Aln(|tle)+B=AlIn|t|+Arxi+tB, 


于 是 有 A= 生 ，B=0. 
因此 具体 变换 函数 式 是 

z= 全 In 5, 
或 c=eF. 


这 个 变换 式 将 图 示 的 无 限 长 渠道 变换 至 上 平面 的 上 半 平 面 . 渠道 边界 上 z=0 
处 有 一 强度 为 Q, 的 汇 , 对 应 于 《平面 实 轴 上 《=1 处 有 一 强度 为 Q, 的 汇 . 这 
里 还 应 特别 注意 渠道 上 A。 和 A; 两 点 的 对 应 点 ,它们 都 对 应 于 上 平面 实 轴 上 
5“=0 这 一 点 . 由 于 渠道 是 无 限 长 的 , 汇 在 z=0 处 ,因此 流动 以 y 轴 为 对 称 轴 ， 
所 以 有 一 半 流 量 Q./2 分 别 从 渠道 左右 两 端 无 穷 远 处 向 z=0 流 来 ,反映 在 《 平 


面 上 ,A; 、A? 处 是 一 个 强度 为 :的 源流 入 上 半 平 面 . 这 样 《 平面 上 半 面 的 流 
动 复 势 是 


Q, 
WwW’ ( en, 2 2 2Q, g En 
¢) 了 I In(¢ — 1) 
1 
- Sn 友 ij=- Sn 人 


物理 平面 = 上 ,无限 长 渠道 内 流动 复 势 是 
W(z)=— Qln(ei - eH) 
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三 一 Sin(sh 恬 )+ const. 


上 式 中 常数 项 对 流动 无 影响 , 故 流动 复 势 为 
W(z) =-— Sin(sh 颂 ) 


n 
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不 可 压缩 流体 的 空间 轴 对 称 流动 是 一 种 常见 的 流动 形式 ,前面 已 经 简单 介 
绍 , 并 且 引 进 了 斯 托 克 斯 流 函 数 jy. 这 一 节 将 对 这 一 流动 进行 讨论 . 
(一 ) 基本 流动 
1. 均匀 流 
在 空间 中 有 速度 为 V。 , 且 平 行 于 z 轴 的 均匀 流 , 在 柱 坐 标 系 中 , 流 场 的 速 
度 分 量 是 
v= Ve, 
vy,= vi = 0., 


这 个 流动 显然 是 无 旋 轴 对 称 的 ,存在 速度 势 函 数 p 和 流 函 数 y， 
= w = V。， a 0 
之 


qr 9A 
00 _ _ 2 _ 时 oy _ 
5 二 rv, 三 0， 了 = TV = 7rV, 3 二 


在 略 去 对 速度 场 无 影响 的 任意 常数 项 之 后 ,由 上 面 几 式 积 分 可 求 出 流 函数 少 和 
速度 势 函数 p， 
p= Voz,. (6.8.1) 


J = Vor (6.8.2) 
利用 柱 坐 标 与 球 坐 标 之 间 的 转换 关系 | 
z=R cos0, r=R sin 9, 


由 关系 式 (6.8.1) 和 (6.8.2) 求 得 球 坐标 系 中 均匀 流 的 速度 势 函 数 和 流 函 数 ， 


p= VR cos 0， (6.8.3) 
J= 广 Vo R? sin?0. (6.8.4) 


2. 点 源 ( 汇 ) 
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在 坐标 原点 有 一 强度 为 Q, 的 点 源 , 取 球 坐 标 系 ,显然 仅 有 径 问 流动 . 再 取 
一 个 球 心 在 原点 ,半径 为 R 的 圆 球 包围 点 源 , 则 可 由 流量 守恒 原理 知 Q, = vk* 
4xR’ ,因而 


vr 二 Q: 
R 4xR’ 
由 于 VR 5R Rising 30° 
199__ _ 1 9 
wR Rsin 9 aR’ 
则 得 势 函 数 p 是 
__Q, 
9 = 一 相间， (6.8.5) 
流 函 数 是 
Q, . Qs 
y= | Rs R'sin 0d0 =— 2 cos 0. (6.8.6) 


利用 柱 坐 标 与 球 坐 标 之 间 转 换 关 系 ,可 求 得 在 柱 坐标 系 中 速度 势 函数 gp 和 
流 函数 少 是 


__Q, 1 
p=- 机 J (6.8.7) 
Q, 于 
A (6.8.8) 
3. 偶 极 子 
和 平面 偶 极 子 一 样 ,在 空间 流 中 等 强度 
点 源 和 点 汇 构成 空间 偶 极 子 . 


设 在 = 轴 上 分 别 有 Q, 和 一 Q, 的 点 源 和 
点 汇 ,两 者 相距 8s (图 6.41). 采用 球 坐 标 系 ， 
空间 一 点 卫 的 速度 势 将 为 


wr ae 这 生生 让 二 Q, 6s -~ Q, z 
PTAr RidR' 4x R - 
_Q, SR 狠 6.41 相距 8s 的 点 源 和 点 汇 
4x R(R+6R): . 
由 于 SR = 68s:cos(0—80), 
并 且 假 定 有 lim Q:.8s =M,， 
S047 


因而 速度 势 p 在 8s 一 0 时 为 
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9 = Mt. (6.8.9) 
这 就 是 位 于 坐标 原点 ,其 方向 (由 汇 到 源 ) 指 向 负 > 轴 方 向 ,强度 为 MM, 的 空间 偶 
极 子 所 产生 流动 的 速度 势 函数 . 
流 函 数 是 


QQ， Q, 
= Oe: (cos 0 ~ cos bcos 0 — sin 0 + sin8 0), 


注意 到 , 当 6s->0 时 有 
h Ss :sing 


sin 8 OA 代 页 5 


cos 6 OX 1, 
因此 


i in (6.8.10) 
在 柱 坐 标 系 中 ,这 个 偶 极 子 的 势 函 数 和 流 函 数 则 是 


-Mtr Pym 
一 r2 
Mr 
无 论 是 平面 情况 ,还 是 三 维 情况 , 偶 极 子 的 本 质 就 是 联接 在 一 起 的 点 源 和 点 
汇 . 设想 有 一 个 细 长 的 棒状 物体 ,截面 是 圆周 ,面积 a ,两 端 是 半球 状 ,在 流体 中 
沿 棒 轴 向 以 匀速 V 运动 (图 6.42(a)). 在 物体 的 前 端 ,由 于 物体 向 前 运动 不 断 
挤 压 流体 ,使 流体 排 开 ,因而 在 瞬时 其 前 端点 起 了 点 源 的 作用 . 在 物体 的 后 端 ， 
由 于 物体 离 去 ,在 流体 中 将 出 现 空 间 ,四 周 流体 就 迅速 向 该 处 流 来 以 填补 此 空 
间 , 因 而 在 瞬时 其 后 端点 起 了 点 汇 的 作用 . 至 于 棱 的 本 身 则 相当 于 一 条 直流 线 ， 
连接 了 这 对 点 源 和 点 汇 . 根据 已 给 出 的 条 件 , 点 源 ( 汇 ) 的 强度 是 Q, = aV ,于 是 
上 述 流 体 运 动 的 势 函数 是 


(6.8.11) 


(6.8.12) 


SERUM， 
FR EE 
《 


(b) 


(a) 


图 6.42 棒 在 流体 中 运动 
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2ZV1 TI 1 
”和 | 

如 果 建 立 固 连 在 棒 上 的 动 坐标 , 则 相对 运 
动 就 是 定常 运动 (图 6.42(b)). 当 这 根 棒 
越 来 越 短 ,最 后 成 为 一 个 球体 ,这 对 点 源 和 
点 汇 就 成 为 偶 极 子 . 

4. 线 源 ( 汇 ) 

设 在 轴 上 自 原点 出 发 的 长 为 1, 的 线 


段 上 连续 分 布 着 强度 相等 的 点 源 ,这 通常 图 6.43 线 源 


325%: 


称 为 线 源 ( 图 6.43). 单位 长 度 线 源 上 流量 设 为 g, 线 源 微 元 1 所 产生 的 流动 流 


函数 则 是 


8y =— Dt cos a. 


因此 整个 线 源 所 产生 的 流动 流 函 数 是 
y= | dy =- 闪 > cos adl. 


由 于 z—l=rcot a, 
即 dz = rcscza da， 
因此 


me (i 四 二 
= 一 了 (了 R- Ri). 
同样 也 可 求 得 速度 势 函 数 p 是 
了 4 gq(Ddl _ 
i ge 
(二 ) 定常 无 旋 绕 流 问题 


(6.8.13) 


(6.8.14) 


无 粘性 不 可 压缩 流体 作 空间 轴 对 称 定常 无 旋 流 问题 既 可 以 通过 速度 劳 函数 
9p 来 求解 ,也 可 以 通过 流 函 数 y 来 求解 . 速度 势 函 数 p 满足 的 是 拉 普 拉 斯 方 
程 ,而 流 函数 y 满足 的 不 是 拉 普 拉 斯 方程 ， 因此 不 能 像 平 面 问题 那样 引进 复 势 


函数 来 求解 . 


由 于 流 函 数 不 满 足 拉 普 拉 斯 方程 , 解 起 来 就 比较 困难 ,因而 如 果 从 解 微分 方 


程 着 手 , 那 么 通常 是 解 拉 普 拉 斯 方程 , 求 出 速度 势 函 数 9 . 


另 一 方面 ,速度 势 函 数 9 与 流 函 数 y 所 满足 的 方程 都 是 线性 的 ,根据 线性 
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迁 加 原理 ， 方程 解 的 线性 组 合 依然 是 原 方程 的 解 . 我 们 已 讨论 了 轴 对 称 无 旋 流 
的 一 些 基本 流动 ,他 们 的 流 孙 数 和 势 函 数 都 是 流 函 数 和 势 旺 数 所 满足 方程 的 基 
本 解 ,因而 可 以 适当 的 组 合 , 构 成 所 属 的 流 场 . 

下 面 是 几 个 具体 的 例子 ,分 别 说 明了 上 述 两 
种 方法 的 应 用 . 


1. 圆 球 绕 流 问题 2 < 
无 穷 远 处 速度 为 Vw 的 均匀 来 流 不 脱 体 绕 过 
半径 为 a 的 圆 球 ,求解 流 场 (图 6.44). 
这 一 流动 显然 是 轴 对 称 的 ,并 且 是 无 旋 的 . 
建立 球 坐 标 如 图 所 示 ,用 两 种 方法 来 求解 . 图 6.44 圆 球 定常 绕 流 
解 一 : 奇 点 迭 加 法 . 
可 以 想象 到 , 贺 球 绕 流 可 以 由 均匀 来 流 与 偶 极 子 组 合 而 成 . 设 均匀 来 流速 


将 关系 式 (6.8.3) (6.8.4) (6.8.9).(6.8.10) 组 合 得 到 


p= Me Re (6.8.15) 
jy= -再 382 + 了 V- Razsin2 0， (6.8.16) 
流 场 的 速度 是 
wm= 耻 = + i (6.8.17) 
wm= 云 中 = - i (6.8.18) 
驻 点 的 位 置 由 vs = 0, w = 0 求 得 为 91 = 0, R= (2 ee 
($】 , 流 面 是 z 
a 和 却 V。 Rein 0 = c (常数 )， (6.8.19) 
过 驻 点 的 流 面 是 零 流 面 办 =0, 即 
到 Vn + 村 V- Rasinzg = 0， 
由 此 得 simb=0， 
-+ 去 VR?=0， 


解 得 6=0,6=x 以 及 R= Er 


Fy 
ge 】 这 说 明 z 轴 是 流 线 ,同时 半径 为 (写生) 
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的 圆 球 面 是 流 面 . 这 样 ,对 于 无 穷 远 处 速度 为 V。 的 均匀 来 流 绕 过 半径 为 a 的 


而 成 . 
现在 确定 流动 参量 . 
速度 势 和 流 函 数 是 
呈 Vee 0(R+ As) (6.8.20) 
_1 中 2 a’ 
Vsin 0(R -= 贰 )， (6.8.21) 
流 场 速 度 分 布 是 
3 
vn= 扣 Vecos 9(1 -后 ]， (6.8.22) 
ER sn 人 (1+ :| (6.8.23) 
R 90 A 2R3)’ : 
在 球面 R=a 上 ， 


v=Vvkt+w =3 Velsin 0|. 
i i A 
p= p+ 方 oV2 -地 pv = = po 十 到 pV2 (1 一 sin 9) (6.8.24) 
压强 系数 是 


cy = Pte 1- 7s0. (6.8.25) 


最 小 压强 在 0= 也 处 


由 于 压强 分 布 是 对 称 的 ,作用 在 球面 上 压力 相互 平衡 ,流动 阻力 为 零 ,这 即 为 贺 
柱 绕 流 中 所 说 的 达 朗 伯 伴 廖 . 

解 二 : 用 变量 分 离 法 解 拉 普 拉 斯 方程 . 

不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 势 函数 9 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 可 以 把 流动 看 作 两 
部 分 的 迭 加 ,一 部 分 是 无 小 球 时 的 均匀 来 流 ,速度 势 p= VRcos 9, 另 一 部 分 是 
圆 球 对 流 场 的 于 扰 ,, 速 度 势 设 为 w ,因此 圆 球 绕 流 的 速度 势 p 是 
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p= V-Rcosb+p . 
根据 线性 选 加 原理 , p 也 应 满足 拉 普 拉 斯 方程 


9 dp \_ 
未 (RR 经)+ 开 5 六 (加? 各 )= 0 (6.8.26) 
并 有 边界 条 件 : 
在 R=a 处 ， 
vr =0, 即 3 多 = Vocos 0; 
在 无 穷 远 处 ， 
VR= Vw, 即 3 多 =0 
采用 变量 分 离 法 , 设 


0 = ~ P(R)cos 0， 
代入 (6.8.26) 式 及 边界 条 件 ,得 到 


Rd +2R 对 We (6.8.27) 


P'(a)= V。，P (co) = 0. 
(6.8.27) 是 欧 拉 方程 ,有 解 


Voa’ 
P(R)=- 7R 
, Veoaicos 0 
的 :一 2R” ; 


圆 球 绕 流 问 题 速度 势 p 为 
p= Vo Reos 0(1+ Es), 

这 也 就 是 (6.8.20) 式 . 求 速度 ,压强 分 布 已 在 上 面 介绍 过 了 ,这 里 不 再 重复 . 上 
面 把 p 分 成 两 部 分 解 ,实际 上 也 可 直接 求 9 ,得 出 上 式 , 读 者 不 妨 一 试 . 

圆 球 绕 流 问 题 和 圆柱 绕 流 一 样 , 存 在 着 达 朗 伯 伴 小 :流动 阻力 为 零 . 这 显然 
是 错误 的 . 实际 上 真实 流体 有 粘性 ,因此 存在 粘性 阻力 . 同时 ,粘性 影响 使 得 流 
场 发 生变 化 ,尤其 圆 球 后 半 部 将 出 现 脱 体 区 ,在 此 区 内 流体 充满 了 旋涡 ,压强 发 
生 了 变化 ,并 形成 压 差 阻力 . 因而 上 述 把 流体 作为 无 粘性 的 来 处 理 , 其 结果 与 实 
际 结果 相差 较 大 . 

2. 零 冲 角 回 转 体 绕 流 问题 

零 冲 角 回 转 体 绕 流 问题 可 以 用 奇 点 迭 加 法 来 求解 . 奇 点 迭 加 法 已 在 平面 问 
题 中 作 过 讨论 ,在 圆 球 绕 流 问题 中 也 用 了 这 一 方法 . 应 该 注意 到 ,在 迄今 所 曾 用 
的 奇 点 迁 加 法 中 ,都 是 预先 设置 了 一 系列 已 知 的 奇 点 ,加 以 迭 加 ,然后 考察 这 是 
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哪 一 种 物体 绕 流 的 流 场 . 这 样 一 类 问题 通常 称 为 反问 题 ,下 面 先 以 半 体 绕 流 的 
例子 来 说 明 这 一 方法 的 应 用 . 但 是 大 量 实际 问题 却 与 此 相反 ,物体 形状 是 预先 
给 定 的 ,需要 选择 一 系列 基本 流动 加 以 迁 加 ,使 所 得 的 复 势 函数 满足 给 定 物体 的 
边界 条 件 ,这 样 的 复 势 函 数 就 是 问题 的 解 . 这 一 类 问题 通常 称 为 正 问题 ,使 它 与 
反问 题 区 别 开 来 . 第 二 个 例子 将 以 一 个 零 冲 角 回 转 体 绕 流 问题 来 说 明 奇 点 迭 加 
法 在 解 正 问题 中 的 应 用 . 

(1) 半 体 绕 流 

设 一 个 均匀 来 流 ,速度 为 Vs ,方向 与 z 轴 平 行 ; 另 外 在 原点 放置 一 个 强度 
为 Q, 的 点 源 ,它们 构成 了 组 合流 场 . 


图 6.45 半 体 定常 绕 流 
组 合流 场 的 速度 势 p 和 流 函 数 y 是 


四 Q, 
p= Ve Roos 0 - FR (6.8.28) 
y= Vo R’sin0 — cos 0. (6.8.29) 
流 面 是 
3 TV。 Ra2sin? (6.8.30) 
现在 求 过 驻 点 的 流 面 , 即 要 确定 参数 c 的 值 c.. 因为 
va= 3 = Vocos 0+ 伟 击 ， (6.8.31) 
”w= 下 各 =- Vesin9， (6.8.32) 
令 由 =0,uw=0, 就 可 解 出 驻 点 坐标 
加 :人工 
4 =r，R.=A/ 了 村 元 


代入 (6.8.30) 式 , 求 得 c、 = 本, 过 驻 点 的 流 面 就 是 


_Q, 
4x 


(6.8.33) 
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因而 由 点 源 和 均匀 流 组 合成 图 6.45 所 示 半 体 头 部 的 绕 流 , 半 体 方程 就 是 


(6.8.33) 式 ,或 写成 
en Q, 0 


当 zco 时 (9->0), 有 极限 半径 存在 ， 


DA 
h=2 /= 2R.,. (6.8.35) 


流 场 中 压强 分 布 由 伯 努 利 方程 求 得 . 压强 系数 是 


太一 起 xc vw VR+ ve 
C. = 1- 和 =1- 
4 才 pV: Vi VS 
把 (6.8.31) 和 (6.8.32) 两 式 代入 得 
aa. Q, 


特别 在 半 体 表面 上 ,压力 系数 是 
_Q, 1 3Q， _ 
5 gg 2) 
这 是 一 个 用 奇 点 迄 加 法 解 反问 题 的 
例子 ,大 家 应 是 熟悉 的 
(2) 零 冲 角 回转 体 绕 流 
设 有 一 个 对 称 回转 体 ,在 过 对 称 轴 = 全 一 
平面 上 的 边线 方程 是 r = R(z). 无 穷 远 
处 有 速度 V。 的 均匀 来 流 沿 z 轴 方 向 绕 图 6.46 回转 体 零 攻 角 绕 流 
过 此 回转 体 . 这 个 问题 和 先前 遇 到 的 不 同 ,物体 形状 是 确定 的 ,如 果 用 奇 点 欠 加 
法 , 则 需要 确定 奇 点 的 类 型 及 强度 . 根据 物体 形状 和 流动 状况 ,回转 体 起 了 对 称 
地 排 开 流体 的 作用 ,因而 可 以 考虑 在 = 轴 的 AB 段 设置 连续 分 布 的 源 汇 . 设 单 
位 长 度 上 源 强 g(&) , 则 任 一 线 元 素 de 上 强度 是 gq(&)dé. 均匀 来 流 和 线 源 迭 加 
后 组 合流 场 的 速度 势 是 | 
9 = Vaz 一 未 人 3 (6.8.37) 
显然 它 是 满足 无 穷 远 处 边界 条 件 的 . 另 一 个 边界 条 件 是 在 物 面 上 流体 速度 方向 
和 物 面 切 向 一 致 ， 


Vv: dR(z) (6.8.38) 
vs dz 


由 这 一 条 件 可 以 确定 出 线 源 强度 g(&). 求法 是 这 样 的 : 先 求 出 速度 分 量 ,是 
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要 让 过 q(é)dé 
4[(z 一 6 十 产 ]32 7 
3 _(z 一 5)g(6)d6 

4 [(z= 7 + 


再 代入 (6.8.38) 有 


rf g(a 
4 af(z 一 8)2 上 7]32 
_ dR) |y 1 -ea 
~ dz Ve A a[(z— £2 +rij2)’ (6.8.39) 


由 这 个 积分 方程 求 出 源 强 g(&), 再 回 代 入 (6.8.37) 式 就 得 到 了 零 冲 角 回转 体 绕 
流 的 速度 势 . 

这 样 的 方法 不 仅 用 来 解 无 冲 角 回转 体 绕 流 问题 ,也 适用 于 许多 其 他 绕 流 问 
题 . 根据 问题 的 性 质 ,可 以 布 源 汇 ,也 可 以 布 汇 和 偶 极 子 ;可 以 在 绕 物体 内 部 布 
奇 点 ,也 可 在 物体 表面 布 奇 点 ,这 就 是 通常 所 称 的 有 限 基本 解 方法 . 随 着 高 速 电 
子 计 算 机 与 计算 技术 的 发 展 ,积分 方程 (6.8.39) 可 得 到 满意 的 数值 结果 . 

(三 ) 非 定常 圆 球 绕 流 问题 ”附加 质量 

前 面 所 讨论 的 都 是 定常 流动 问题 ,风速 不 变 的 气流 绕 过 建筑 物 的 运动 , 风 洞 
中 机 杜 绕 流 实 验 时 的 气流 运动 等 等 ,都 是 属于 定常 流 
动 问题 ;物体 在 静止 流体 中 作 匀 速 直线 运 动 时 ,可 以 应 
用 迭 加 原理 ,因此 也 可 归 人 定常 流动 问题 . 但 实际 上 ， 
还 存在 大 量 非 定常 问题 ,现在 我 们 分 析 圆 球 作 变速 直 
线 运 动 的 情况 ,对 非 定常 问题 作 简单 的 介绍 . 

一 个 半径 为 a 的 圆 球 以 速度 wo (z) 在 静止 流体 中 
沿 z 轴 负 方向 作 直线 运动 ,如 图 6.47 所 示 . 取 固 连 在 
圆 球 上 的 坐标 系 , 以 这 个 运动 坐标 系 来 研究 流体 的 绝 图 6.47 圆 球 在 静止 流体 
对 运动 . 中 变速 直线 运动 

流体 的 运动 是 由 于 圆 球 直线 运动 引起 的 ,因此 运 
动 无 旋 , 有 速度 势 函 数 p(R,0,4;z) 存 在 . 人 势 函 
数 p 仍然 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 


项 (已 汇 )+ 示 5 妆 (sin 各 )=0， 
边界 条 件 是 
在 球面 上 ， 
99 
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在 无 穷 远 处 ， 


| ， 六 
绰 | =" 


这 个 问题 的 求解 与 圆 球 定常 绕 流 问 题 的 解法 基本 上 是 一 样 的 . 利用 变量 分 
离 法 , 设 p= - P(R)cos 0, 代 人 方程 ,在 所 给 定 的 边界 条 件 下 求 得 


3 
voa 


P(R) Sade 2RZ， 
于 是 图 球 运动 所 对 应 的 流体 绝对 运动 速度 势 为 


3 
0 = 0s (6.8.40) 
可 以 看 到 ,流动 的 非 定常 性 在 方程 中 并 没有 直接 表现 出 来 ,而 是 反映 在 边界 
条 件 之 中 ,因而 最 后 解 (6.8.40) 式 的 形式 对 于 圆 球 直线 运动 速度 w 是 否 是 时 
间 函 数 没有 什么 区 别 . 
流体 在 运动 坐标 系 中 绝对 运动 速度 是 


3 
0 (6.8.41) 


3 
a A (6.8.42) 


vr |g-, =— vo cos 0， (6.8.43) 
wl =- 子 sin 0. (6.8.44) 


流 场 的 压强 可 以 用 伯 努 利 方程 求 得 . 但 是 由 于 运动 的 非 定常 性 ,所 采用 的 
坐标 系 又 是 运动 坐标 系 ,就 不 像 求 速度 势 和 速度 分 布 那 样 简单 了 , 为 此 ,要 导出 
运动 坐标 系 中 描述 绝对 运动 的 伯 努 利 方程 . 

“运动 坐标 系 中 流体 绝对 运动 的 伯 努 利 方程 

在 静止 坐标 系 中 ,无 粘性 不 可 压缩 流体 绝对 运动 遵循 欧 拉 运动 方程 


Dv 
Dz 


由 于 绝对 加 速度 是 牵连 加 速度 、 相对 加 融和 科 时 民利 轨 于 之 和 欧 拉 方 程 可 
写成 


二 = F, -vp. 


Dv 1 二 
Dr Bes Ce 242 X 7 


= Vp+P,- a. _20 x v,, 
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或 +ov = dv p+ -0.20xo,, 
式 中 “” 表 示 在 运动 坐标 系 中 求 导 . 其 兰 姆 形式 则 是 


av， > ¥) 2 
+Y | 二 |- Xrotv 
3 (3 VX rot'v, 


= Vp+ Ra- 20 x. (6.8.45) 


进一步 考虑 牵连 速度 所 满足 的 方程 . 由 于 牵连 运动 反映 的 是 坐标 系 的 运 
动 ,与 流体 运动 无 关 ,不 失 一 般 性 ,可 以 考察 流体 绝对 静止 情况 . 此 时 


1 
.v= 0, 4 


即 Ws FsV p=0. 


代入 (6.8.45) 式 就 得 到 牵连 速度 方程 ,尽管 它 在 特殊 情况 下 导 得 ,但 具有 普 
适 性 ， 
3m。_ v (他 让 Pe 


ot 2 
把 上 式 和 (6.8.45) 式 相 加 得 到 
了 + 序 (v — vi) — vxXrot vt+ veXrot vt+22xv 
加 FV’p, (6.8.47) 
由 于 vi v= -v0) (v0 -v0)- v=v -2 vy., 


rot v .=rot (vot QO Xr) = 20, 
VXrot v=2v. XQ, 
VXIot v=vXrot(v —v.) 
=(v ~ v.) Xrotv -2v,.xQ. 
把 这 些 表达 式 代 人 (6.8.47) 式 后 就 得 到 了 运动 坐标 系 中 流体 绝对 运动 的 方程 为 
/ 2 
3 十 v( 屯 —v 2 (v — v.) x i = F,— Vy'p. (6.8.48) 
流体 作 无 旋 运动 时 ,rotv =0, 同 样 有 rotw =0,(6.8.48) 式 简化 成 
Ex ,fv : 1 一 ， 
站 他 -可 = 瑟 - 坪 Y2， 
若 体 力 有 势 ,流体 又 是 正 压 ， 
RV Sv = 


则 上 一 方程 进而 简化 成 
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9%v 划 v 他 本 二 

a 攻 vv.+ H+P)=0. (6.8.49) 
由 于 rot'o =0, 有 势 函数 p 存在 ,使 

v =Y'y, 

(6.8.49) 就 可 积分 得 到 

DP + -votl+P= c(t). (6.8.50) 
这 就 是 无 粘性 不 可 压缩 正 压 流体 在 体力 有 势 情 况 下 ,以 运动 坐标 系 研究 绝对 无 
旋 运 动 的 伯 努 利 方程 . 


回 到 所 讨论 的 圆 球 直线 运动 问题 . 略 去 重力 影响 ,认为 流体 密度 不 变 ,并 考 
虑 到 无 穷 远 处 流体 静止 , (6.8.50) 式 为 


9a’ 4” p _ po 
BS A (6.8.51) 
为 讨论 方便 ,可 上 略 去 求 导 时 “” 的 记号 ,(6.8.51) 式 可 写 为 
9 2 po 
NN (6.8.52) 
将 (6.8.40) (6.8.41) 和 (6.8.42) 代 人 (6.8.52) 式 ,并 注意 
Ve 二 一 vo(t )e, 二 一 mo(t)(cos Ger — sin tes )， 


伯 努 利 方程 (6.8.52) 成 为 


基站 ( 各 “+( 疾 和 w) 
?07R? COS 了 RS COS FR sin 
vo (cos ber — sin beg ) 


3 
， (Boos ber + WE sin Geo )+ = 2 
由 此 得 到 流 场 中 压强 表达 式 是 
De Pi 
O O 2R? : 
2 
3 (2 cos 0.+ 2 sg| 
3 3 
十 可 [各 cos0 — 5 sz] (6.8.53) 
特别 在 球面 上 R=4a ,压强 分 布 是 
2 
和 = 好 + 字 (1 -本 sa0)- 呈 wm Se (6.8.54) 
R=a 


如 果 圆 球 作 匀速 直线 运动 ,vo =0, 则 球面 上 压强 是 
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| -三 s | 二 ) 
| (6.8.55) 


这 和 圆 球 绕 流 时 所 得 的 结果 是 完全 一 致 的 . 
根据 (6.8.54) 式 可 知 压强 分 布 是 对 称 的 ,流体 作用 在 圆 球 上 的 合力 Fi 沿 = 
轴 方 向 ， 


r= = nds 


2 
=| - [p. + Pol(1 -证 si?9)- 扫 poo eos 0] cos 0 

“2ra cos 0 .adb 

= 子 prazto(z) = Mivolt). (6.8.56) 


式 中 Mi = 子 ora ,是 圆 球 排 开 流体 的 质量 . 


人 
球 上 合力 为 零 . 即 为 达 朗 伯 伴 廖 . 然而 当 小 球 作 非 定常 运动 时 ,上 面 的 结果 说 
明 即 使 无 粘 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 也 将 对 小 球 产生 阻力 , 称 此 为 非 定常 阻力 . 
从 物理 上 可 以 这 样 来 理解 :由 于 非 定常 运动 ,整个 流 场 的 动能 随时 间 变 化 , 它 要 
靠 小 球 对 周围 流体 做 功 来 供给 ,也 就 是 小 球 要 克服 流体 所 加 的 阻力 来 做 功 . 由 
于 不 考虑 粘性 阻力 和 压 差 阻力 . 因此 现在 的 阻力 完全 是 由 于 非 定常 运动 而 产生 
的 . 由 于 这 个 阻力 和 加 速度 vo(z) 有 关 , 也 称 为 加 速 阻力 或 惯性 阻力 . 

当 圆 球 以 速度 vo(z) 沿 z 轴 负 向 运动 时 ,动能 是 


K= 方 Mo 9 


式 中 Mn = 与 puras ,是 圆 球 质量 . 若 沿 运动 方向 对 圆 球 其 他 作用 力 为 下 , 则 由 动 
能 定理 


得 到 
d ; 
Mu 了 = (Fr 一 F)e, (一 Voe-) 
1 di 
三 一 了 Mivo 可 二 Fo . 
因此 
Mi 一 = 下 -二 Mi 一 (6.8.57) 
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1 dvo _ 
(+ 去 Mj 富 = (6.8.58) 


这 个 形式 如 同 在 质量 M。 基础 上 再 附加 一 个 Mi 的 质量 时 加 球 运动 方程, 因 


而 六 Mi 也 称 为 附加 质量 . 附加 质量 出 现 是 由 于 运动 物体 周围 流体 的 存在 ,对 


二 任何 物体 在 流体 中 的 运动 ,可 导出 附加 质量 的 一 般 形 式 ,本 节 仅 是 以 回 球 为 
作 一 简单 的 介绍 . 

例 6.14 求 半径 为 a 的 圆 球 在 无 限 流 场 中 由 于 重力 而 下 沉 的 运动 规律 . 

(1) 不 考虑 流体 阻力 作用 ; 

(2) 若 圆 球 运动 受阻 力 

D= 到 cpooA. 

co 是 阻力 系数 ,A = xa? ,通常 称 为 迎风 面积 . 

解 (1) 取 z 轴 铅 垂 向 下 . 在 下 沉 方向 球 受 重力 作用 为 Msg ,此 外 还 受 浮 
力作 用 ,为 Mig ,方向 向 上 . 则 圆 球 下 沉 速度 vo(z) 所 满足 的 方程 (6.8.58) 为 
dvo (zt) 


(we 二 本 > M: | dz = Mg - Mig, 
则 dvo(2) _ Mi 一 Mi g= 7—1 
a M+i M: 六 


式 中 y= 全. 当 y<1 时 ,4 于 (他 <0, 贺 球 减速 运动 ,如 油 泣 在 水 中 下 沉 情况 ; 


当 y>1 时 ,6+ 站 >0, 国 球 加 速 向 下 ,如 钢 球 在 水 中 加 速 下 沉 ， 


(2) 考虑 流体 阻力 . 此 时 圆 球 下 沉 速 wo(t) 满 足 
(Ms + 去 M: | Se es Mg - Mig -DD. 


假定 圆 球 一 开始 是 静止 的 . 在 下 沉 初 期 ,速度 vo(z) 很 小 . 因 


Dee 
阻力 与 速度 平方 成 正比 , 故 下 沉 初 期 阻力 亦 很 小 , 圆 球 将 加 速 下 沉 . 在 一 段 时 间 


后 ,阻力 随 下 沉 速度 增 大 而 增 大 ,直到 
D= Mg ~- Mig. 


do 如 = 0, 从 而 wm 二 tr, 贺 球 以 恒定 速 ur 下 降 , vr 称 为 终极 速度 ， 


这 时 将 有 一 
和 


小 结 “3 


1 
D=7 copiA = Mog - Mig. 


由 此 可 求 得 终极 速度 vi 是 


Oe ee. 


我 们 关心 的 是 从 初始 时 刻 到 达 终 极速 度 期 间 圆 球 下 沉 规律 . wm (z ) 满 足 
dvo(2) _ Mg ee Mig ey D 


出 Mo+ 广 Mi 


1 1 
万 cppviA — 万 cppvt» A 


Ms + 方 Mi 
初始 条 件 是 1: =0 时 ,vw =0. 积分 上 式 就 可 以 得 到 
vr vo(t)_ -二 vr ~ vo(t) 
vT 十 vol i ) 到 
M+ 地 Mi 
式 中 ee. 
圆 球 下 沉 规律 如 图 6.48 所 示 , 下 沉 
速度 以 指数 规律 随时 间 而 增 大 ,最 后 达到 
终极 速度 vi. 图 6.48 圆 球 下 沉 速 度 曲 线 


小 结 


本 章 讨论 了 无 粘性 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 ,特别 是 平面 运动 和 空间 轴 对 
称 运动 . 作为 一 般 的 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 ,可 以 解 速度 势 函数 p 的 拉 普 拉 
斯 方程 , 对 于 平面 运动 ,也 可 以 解 流 函数 y 的 拉 普 拉 斯 方程 由 于 平面 运动 的 
速度 势 p 和 流 函 数 y 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 且 两 者 间 还 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ， 
因此 构成 复 势 函数 . 我 们 可 以 利用 奇 点 分 布 法 、 映 像 法 和 共 形 映照 法 求 出 复 势 
及 复 速 度 ,随后 再 利用 伯 努 利 方程 求 压强 分 布 . 但 是 对 于 空间 轴 对 称 运动 ,虽然 
可 引 人 斯 托 克 斯 流 函 数 ,但 它 所 满足 的 不 是 拉 普 拉 斯 方程 ,因而 一 般 是 解 速度 势 
所 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 ,或 者 用 奇 点 分 布 法 求 流 函 数 和 速度 势 . 

值得 注意 的 是 所 谓 达 朗 伯 伴 诬 : 无 界 无 粘性 不 可 压缩 流 场 中 的 柱 体 或 有 限 
物体 ,在 不 脱 体 定常 绕 流 中 无 阻力 . 这 和 实际 是 相悖 的 . 之 所 以 造成 这 一 伴 诬 ， 
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主要 是 忽略 了 流体 的 粘性 作用 . 为 此 ,在 一 定 条 件 下 考虑 流体 的 粘性 作用 是 必 
要 的 . 


“实验 中 的 发 现 


( 九 ) 达 西 定律 

H.P.G. 达 西 (1803 一 1859) 在 巴黎 受 完 普通 教育 以 后 ,应 父老 乡亲 们 的 要 
求 , 回 到 他 的 诞生 地 一 一 迪 乔 恩 市 (Dijon) ,长 期 担任 该 市 自来水 系统 的 扩建 与 
现代 化 工作 . 他 所 遇 到 的 困难 问题 之 一 就 是 需要 设计 与 建造 多 大 一 个 滤 水 池 才 
能 满足 该 市 每 天 用 水 的 需要 . 当时 常用 的 方法 是 用 沙 床 滤 水 ,但 找 不 到 可 供 参 
考 的 资料 ,于 是 他 就 自己 做 实验 来 解决 这 一 问题 . 

他 的 实验 设备 包括 一 根 长 3.5 m, 直 径 0.35 m 的 垂直 铁 管 , 管 的 上 、 下 两 端 
各 安装 一 法 兰 盘 和 一 可 以 自由 装 外 的 铁 盖 . 大 约 在 距 底 端 上 方 0.2 m 处 放 一 由 
铁 架 支撑 的 水 平 滤 网 ,网 的 上 方 装 有 一 定 高 度 的 砂 沙 . 在 顶端 的 下 方 空间 开 两 
个 孔 并 装 上 短 管 ,一 孔 用 长 管 与 自来水 龙头 相连 ,并 装 一 控制 阀门 ,使 实验 用 水 
能 从 上 方 流 人 垂直 管内 . 另 一 孔 与 一 U 形 管 相 连 ,以 便 测量 上 方 的 压强 . 在 垂 
直 管 底 端 滤 网 以 下 的 空间 ,也 开 两 个 孔 并 装 上 短 管 ,一 孔 与 另 一 U 形 水 银 管 相 
连 , 以 测量 下 方 压 强 , 另 一 孔 则 在 短 管 上 装 一 水 龙头 , 以 便 将 滤 过 的 水 排放 至 一 
测 水 池 . 该 池 的 水 平 截面 积 为 1 mr ,深度 为 0.5 m. 

达 西 用 五 个 大 小 与 厚度 均 不 相同 的 沙 床 进行 了 一 系列 观察 与 测量 . 对 每 一 
沙 床 ,他 又 进行 了 一 系列 不 同 流量 的 实验 ,对 每 一 流量 他 不 仅 测 量 了 排出 的 水 体 
积 和 所 经 历 的 时 间 ,而 且 还 纪录 了 上 、 下 U 形 水 银 管 中 的 水 银 高 度 差 ,并 把 它们 
换算 成 等 价 的 水 柱 高 度 . 最 后 ,将 这 些 结果 列 成 两 个 表 ,前 一 个 是 前 四 个 沙 床 和 
后 一 个 为 第 五 个 沙 床 的 实验 结果 ,它们 分 别 是 在 18$5 年 10 月 29 日 至 30 日 和 
1856 年 2 月 17 日 至 18 日 取得 的 . 

通过 分 析 , 如 果 将 这 些 实验 结果 画 在 一 _ 张 坐标 纸 上 ， 让 纵向 与 横向 坐标 分 别 
代表 每 单位 时 间 的 总 流出 量 Q, 和 上 、 下 水 柱 高 度 之 压强 差 (Pi 一 h,), 则 流量 与 
压 降 之 间 表 现 出 很 好 的 线性 关系 ,但 对 不 同 的 妙 床 直线 的 斜率 是 不 同 的 ， 于 是 他 
把 这 些 结果 概括 为 

Q, = KA 或 到 sR 

中 A 为 人 入 两 ,1 为 沙 床 怕 度 0。 为 和 单位 沙 订 本 夫 本 各 的 流量 和 区 


为 一 依赖 于 沙 床 渗透 度 的 比例 因子 . 由 于 铁 管 的 横 截面 积 是 均匀 的 ,上 式 又 可 
， 改写 为 
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这 就 是 所 谓 的 达 西 定律 , 它 的 含义 是 通过 沙 床 每 单位 面积 的 流量 与 压 降 梯度 成 
正比 . 

这 一 结果 是 在 垂直 的 铁 管 中 得 到 的 . 对 于 倾斜 铁 管 这 一 结论 是 否 也 成 立 ? 
实验 证 明 当 铁 管 倾斜 于 三 维 空间 的 任何 方向 时 , 达 西 定律 均 成 立 . 更 进一步 ,这 
一 定律 是 在 空间 一 维 运动 下 得 到 的 , 它 是 否 对 三 维 空间 运动 也 有 效 ? 实 验 表 明 
只 要 三 维 沙 床 是 均匀 的 ,而 且 沙 床 中 的 空隙 部 分 充满 水 . 这 些 水 可 以 是 静止 的 ， 
也 可 以 作 定常 流动 , 达 西 定律 也 完全 适用 . 

这 样 , 达 西 定律 就 为 从 理论 上 解决 石油 ,化 工 、 天 然 气 和 地 下 水 等 领域 中 的 
多 了 筷 介质 流体 力学 (或 渗流 ) 问 题 英 定 了 基础 . 

(十 ) 附加 质量 

1786 年 P.L.G. 杜 布 阿 特 在 他 的 《水 力学 原理 》 一 书 中 详细 叙述 了 他 在 水 中 
进行 振荡 圆 球 的 阻力 实验 时 ,首先 发 现 圆 球 的 非 定常 阻力 与 它 所 挟 带 的 流体 质 
量 有 关 . 即 圆 球 具有 附加 质量 后 应 较 它 的 真实 质量 为 大 . 1828 年 下 .W. 贝 塞 尔 
进行 摆 的 长 度 实验 时 ,也 观察 到 类 似 的 现象 ,他 还 将 物体 质量 所 增加 的 惯性 ( 即 
附加 质量 ) 用 与 物体 同体 积 的 流体 质量 的 n 售 来 表示 ,并 用 球 摆 分 别 在 空气 与 
水 中 进行 实验 ,所 获得 的 n 值 为 0.9 与 0.6, 而 杜 布 阿 特 在 水 中 的 值 为 ”= 
0.585. 翌年 ,了 上 . 萨 拜 因 又 用 球 摆 分 别 在 氢气 与 空气 中 进行 实验 ,结果 发 现 它 们 
的 值 之 比 并 不 如 人 们 所 想像 的 是 它们 的 密度 之 比 ,而 是 按 1:5.25 的 比例 . 
1832 年 F. 贝 利 与 1833 年 G. 格 林 分 别 用 各 种 大 小 的 球 摆 , 柱 摆 与 椭 球 体 进行 了 
大 量 实验 . 

进入 20 世纪 初期 ,为 了 研究 运动 物体 (如 船舶 飞船 和 水 下 物体 ) 的 非 定 常 
阻力 ,进一步 开展 了 附加 质量 的 研究 . 1928 年 下.B. 莫 林 与 A.D. 布朗 对 半 淹 没 
物体 ,特别 是 任意 矩形 截面 的 长 条 体 进行 了 实验 ,并 给 出 了 计算 附加 质量 的 近似 
方法 . 两 年 后 ,J.L. 泰勒 研究 固 壁 \ 自 由 边界 与 与 流体 压缩 性 对 附加 质量 的 影响 ， 
结论 是 固 壁 边界 将 增加 ” 值 ,而 流体 的 压缩 性 与 沿 自由 边界 作 平 行 运动 的 物体 
将 使 n 值 略 为 减 小 . 

在 实验 发 现 附 加 质量 现象 之 后 约 50 年 ， 即 1834 年 S.D. 泊 松 首先 从 理论 上 
探讨 这 一 问题 ,他 不 考虑 流体 的 粘性 ,分 析 球 摆 在 空气 中 的 阻力 ,得 到 的 n 值 为 
0.5. 杜 布 阿 特 与 萨 拜 因 均 认为 应 考虑 流体 的 粘性 影响 . 1850 年 G.G. 斯 托 克 斯 
开始 研究 圆 球 在 粘性 流体 中 的 附加 质量 问题 ,根据 他 的 理论 圆 球 的 ” 值 在 
0.53 一 0.56 的 范围 内 . 但 1923 年 N.C. 克 里 席 纳 亚 用 振 葛 圆 球 在 液体 中 所 得 
到 的 较 新 n 值 为 0.580 一 0.585, 它 与 杜 布 阿 特 的 hh 值 相当 一 致 . 
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习 题 


本 章 习题 车 无 另外 说 明 , 所 指 流体 均 为 密度 是 常 值 p 的 无 粘性 不 可 压缩 流体 . 
6.1 半径 为 a 的 无 穷 长 直 圆 柱 在 静止 流体 中 以 常 速 w 沿 负 z 轴 方 向 作 匀 速 直线 运 
动 ,不 计 重 力 ,建立 固 连 在 柱 体 上 的 运动 坐标 系 研究 流体 的 绝对 运动 , (1) 运 动 是 否 是 无 旋 
的 ?(2) 车 是 无 旋 的 , 求 流 场 速度 势 、 柱 体 表 面 压强 分 布 . 设 无 穷 远 处 压强 为 六 . 
“6.2 证 明 ( 推 导 )6.1 节 中 所 列 速度 势 函数 和 无 旋 运 动 的 性 质 及 公式 . 
“6.3 无 粘性 不 可 压 流体 作 定常 平面 运动 ,不 计 质 量力 ， 
(1) 证 明 流 函数 y 和 涡 量 w 满足 方程 


er ob 


去 2 + yw = c (常数 ). 
6.4 已 知 平面 流动 流 函 数 


y= A (arctan YF+ 


判断 是 否 是 无 旋 流动 . 
6.5 利用 流 函数 y 建立 图 示 平 面 无 旋 流 的 方程 以 及 边界 条 件 . 
6.6 不 可 压缩 流体 作 平面 定常 运动 , 若 速 度 场 只 是 矢 径 > 的 函数 ,证 明 流 函数 y 形式 


(2) 若 w 是 常数 ,证 明 


te LES)+ BV + y), 


y=f(r)+k0, 
式 中 & 是 常数 . 若 运动 无 旋 , 求 速度 势 函数 gy. 
6.7 对 于 两 平板 之 间 简 单 前 切 流 , 如 两 板 相距 五 ,下 板 固定 ,上 板 以 U6 在 自身 平面 匀 
速 直 线 运动 , 试 确定 流 函 数 方程 , 求 流 函数 y 以 及 两 平板 间 体 积 流量 Qv. 


0 工 
6.5 题 图 6.7 题 图 


“6.8 对 于 可 压缩 的 平面 定常 流动 ,引入 流 函数 J(z,y),u= 祖 光 ,o= -二 下 ,证 明 
涡 量 可 表示 为 


习 . 题 ” 341 ， 


Ss y “VY _ YY 
w pb” 
同样 ,对 于 可 压缩 的 轴 对 称 定常 流动 ,引入 流 函数 (7,z),o = 十 强 ,w. = -十 强 , 试 导 


出 w、y 和 p 所 满足 的 关系 式 . 
“6.9 证明 (推导 )6.2 节 中 所 列 不 可 压 空间 轴 对 称 流动 斯 托 克 斯 流 函 数 的 性 质 和 公式 . 
“6.10 证 明 不 可 压缩 流体 空间 轴 对 称 流 动 的 流 函 数 方程 为 


-二 强 + = - ww ( 柱 坐 标 )， 


ar r 9r 

> 2 

3 + 京 弱 =--sino.Rio ( 球 坐标 ). 
6.11 已 知 速度 势 p, 求 相应 流 函 数 y: 
(1) p= zy; (2) p= x’ -3xy’; 


(3) 9= (4) pg=—— 


2 
(z+y) 


rty 
6.12 证 明 p= 方 (z? 一)+2zx 一 3y 所 表示 的 流 场 和 y= zy+3x+2y 所 表示 的 流 场 
完全 相同 . 
6.13 已 知 ww=In( 一 和 5), 求 沿 |z| =1.5 的 环 量 有 及 通过 该 圆周 的 流量 Q，， 
6.14 已 知 平面 无 旋 流 的 流 函数 或 势 函数 , 求 相应 的 复 势 


(1) p=tan !; (2) y=In(z’ + y); 
1 a? 
(3) 9 200320 (4) p=- U(r- )oos(0+a). 
6.15 已 知 流 场 复 势 是 z=c cos w(z),(c>0), 求 : 
(1) 流 线 族 方程 ; (2) 等 势 线 族 方程 ; 


(3) 画 出 流 线 族 和 等 势 线 族 图 案 . 

6.16 已 知 流 场 复 势 是 z=cch W(z),(c>0), 求 : 

(1) 流 线 族 方程 ; (2) | 

(3) 画 出 流 线 族 和 等 势 线 族 图 案 . 

6.17 在 (a,0) 与 (-a,0) 上 放 两 个 等 强度 点 源 ， 证 用 

(1) 在 圆 xz? +y =a 上任 一 点 ， ST 

(2) 此 速度 大 小 与 y 成 反比 ; 

(3) > 轴 为 一 流 线 . 

6.18 z= 一 b 置 一 强度 为 Q, 的 源 ,z= 65 置 一 强度 为 Q， 的 汇 . 如 5 一 吕 ,Q, 一 ,但 


Px, U, 是 一 有 限 值 ,那么 流 场 复 势 就 是 速度 为 Uo ,方向 与 z 轴 平 行 的 均匀 直线 流 流 


场 的 复 势 . 试 证 明之 . 
6.19 如 图 所 示 ,在 速度 为 V。 的 均匀 来 流 流 场 中 , 若 在 原点 处 放置 一 流量 为 Q, 的 源 ， 
求 沿 zx 轴 的 压强 分 布 . 
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* 6.20 ”如 图 所 示 , 在 速度 为 Y。 的 均匀 来 流 流 场 中 , 若 在 原点 处 放置 一 强度 为 Q, 的 
汇 , 求 : 
(1) 驻 点 位 置 ; (2) 过 驻 点 流 线 ; 
(3) 沿 着 过 驻 点 流 线 的 速度 与 压强 分 布 . 


6.19 题 图 6.20 题 图 


6.21 在 (a,0) 与 (一 a,0) 分 别 放置 一 个 汇 和 一 个 源 , 其 强度 均 为 Q,, 且 有 一 均匀 来 流 ， 
速度 为 V。 ,平行 于 z 轴 , 求 驻 点 及 过 驻 点 的 流 线 . 
6.22 ”证明 速度 分 量 


“= Ve |1- + | 


wy zx +y’) 


a CQ 2b zy 
I Es Tz +y) | 
( 式 中 V。、a、6 为 常数 ) 代 表 一 种 不 可 压缩 流体 可 能 运动 的 速度 分 布 , 且 流动 是 无 旋 的 . 

求 复 势 ,并 讨论 流 场 是 哪 几 种 奇 点 组 合 而 成 . 

*6.23 在 (a,0),(-a,0) 处 放置 强度 为 Q. 的 点 源 ,在 (0,a),(0, - a) 处 放置 强度 为 Q。 
的 点 汇 ,证明 | z| =a 是 流 线 . 

“6.24 绕 薄 翼 的 小 冲 角 流 动 常 可 归结 简化 为 小 冲 角 绕 过 弧 形 辟 型 的 流动 ,如 图 所 示 ,并 
有 绕 流 条 件 

zx(z, 土 0) = v. (BE 等 a) ; 


式 中 F(z) 是 原 薄 辟 的 中 线 即 现 弧 形 辟 型 的 曲线 函数 . 具体 求解 时 采用 涡 层 代替 此 机 型 , 设 


2 =“o) “ 
-下 
Ve 
zw Or 


6.24 题 图 . 6.25 题 图 
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涡 密度 分 布 是 y(z), 导 出 确定 y(z) 的 积分 方程 . 
6.25 在 速度 为 V 的 均匀 来 流 流 场 中 ,放置 一 个 半径 ? 
为 a 的 圆柱 ,并 在 zo 与 zo 点 各 置 一 个 强度 相同 方向 相反 的 


点 涡 , 试 求 流 场 复 势 . 
* 6.26 求 上 题 中 形成 驻 涡 的 流动 条 件 全 
6.27 在 直角 区 域内 的 zo。 处 放置 一 个 强度 为 Q. 的 源 ， oO 
求 流 场 复 势 和 复 速 度 . 
6.28 上 半 平 面 zo。= bi 处 有 一 强度 为 M, ,方向 为 a 的 6.27 题 图 


偶 极 子 ,y=0 是 固 壁 , 求 复 势 . 


6.29 已 知 固 壁 边界 49= -下 ,bg= 于 ,在 9=0,r=a 处 有 一 强度 为 Q, 的 点 源 ;在 0= 
0,r=b(b5>a) 处 有 一 强度 为 Q, 的 汇 , 求 流 函 数 . 

6.30 平面 无 旋 流 ,用 解析 函数 将 物理 平面 变换 到 映射 平面 . 证 明 两 个 平面 对 应 区 域内 
流体 动能 没有 改变 . 

6.31 图 示 角 域内 z= zo 处 有 一 点 涡 械 , 求 复 势 . 


6.32 求 图 示 不 脱 体 绕 流 平板 上 下 表面 压强 、 压 强 系数 和 速度 分 布 . 


po Ve p 
6.31 题 图 : 6.32 题 图 


6.33 大 小 V。 ,方向 a 的 均匀 直线 流 无 环 量 绕 流 长 短 半 轴 分 别 为 a 和 8 的 椭圆 , 求 复 
势 合力. 
6.34 求 图 示 流动 复 势 . 


6.34 题 图 6.35 题 图 
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6.35 ”图 示 流 场 ,至 少 利 用 二 种 方法 求 流动 复 势 . 
6.36 密度 为 cb 的 半 直 圆柱 由 于 自重 沉 于 水 底 ,速度 为 V。 的 均匀 来 流 绕 过 此 半 直 圆 
柱 . 半圆 柱 与 底面 间 有 很 小 间隙 , 滞 止 压强 是 po . 求 能 使 半圆 柱 浮 起 的 最 小 速度 v。 . 


6.36 题 图 6.37 题 图 
“6.37 半径 为 a 的 圆 木 放 在 无 穷 长 的 平坦 河床 上 , 若 河水 来 流 流速 为 V。 ,压强 为 加 ， 
(1) 证 明 流动 复 势 为 
W=xaVo coth 3 


(2) 求 河床 上 压强 ; 
(3) 求 圆 木 上 压强 . 
“6.38 求 图 示 无 限 长 带 形 区 域内 流动 复 势 . 


(a) (b) (ec) 


6.38 题 图 
“6.39 求 图 示 半 无 限 长 带 形 区 域内 流动 复 势 . 


6.39 题 图 
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*6.40 求 图 示 渠 道人 口 流 的 复 势 . 
*6.41 求 图 示 流 场 的 复 势 . 


i 
= 


6.40 题 图 


*6.42 求 图 示 直 角 弯 管内 流动 复 势 . 
“6.43 求 图 示 角 域内 流动 复 势 . 


6.42 题 图 6.43 题 图 


*6.44 建立 静止 坐标 系 分 析 半 径 为 a 的 圆 球 以 速度 " (z) 在 无 界 流体 中 运动 的 流 场 . 无 
穷 远 流体 静止 , 球 心 瞬时 位 置 ro. 求 流动 速度 势 及 压强 p. 

*6.45 题 6.36 中 半 直 圆柱 改 成 半径 为 a 的 半球 后 求解 . 

*6.46 半径 为 a 的 圆 球 放 在 半径 为 58><) 的 球 壳 内 ,中 间 充 满 了 无 粘性 不 可 压缩 流体 . 
如 图 所 示 ,两 球 同心 ,突然 内 球 和 外 壳 分 别 以 Ue 和 Vo 速度 运动 , 求 该 瞬时 流 场 速度 势 p， 


6.46 题 图 6.47 题 图 


6.47 如 图 所 示 ,在 平行 于 Oz 轴 的 三 维 均匀 流 场 中 ,在 z= 一 a 与 z=a 处 分 别 放置 一 
个 强度 为 Q, 的 源 与 一 个 强度 为 Q. 的 汇 , 求 组 合流 场 的 
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(1) 过 驻 点 的 流 线 ,从 而 可 看 出 这 是 什么 物体 的 绕 流 ; 
(2) 若 此 物体 长 半 轴 为 z,, 短 半 轴 为 h, 求 两 者 之 间 联 系 式 . 
6.48 如 图 所 示 , 在 Oz 轴 的 OA 恬 分 布 有 均匀 线 源 ,强度 为 荆 ,a 是 OA 长 度 ;在 OA 两 


端 O 点 与 4 点 放置 强度 相同 汇 ,使 全 流 场 中 流体 不 增多 也 不 减少 , 求 斯 托 克 斯 流 函 数 y. 
“6.49 在 半径 为 a 的 球 外 一 点 A 放置 一 强度 为 Q, 的 点 源 ,A 点 到 球 心 距 离 为 1. 证 明 


A 点 的 源 关 于 球面 的 映 象 是 位 于 反 演 点 处 强度 为 的 源 以 及 自 球 心 到 反 演 点 单位 长 强度 


为 - 入 的 线 汇 ， 


R， 
R;, 


6.48 题 图 6.49 题 图 


6.50 在 离 铅 垂 平面 壁 h 处 放置 一 强度 为 Q,(z) 的 点 源 , 试 求 铝 垂 平板 上 压强 分 布 . 设 
原 流 场 是 静止 的 ,压强 为 po. 
6.51 在 较 深 流体 中 一 个 半径 为 a 的 圆 球 以 速度 vo 与 水 平方 向 成 二 角 方 向 上 抛 , 若 球 
密度 是 流体 密度 两 倍 , 求 能 达到 的 最 大 高 度 五 。. 
*6.52 从 流体 的 动能 定理 考虑 6.8( 三 ) 非 定常 圆 球 绕 流 问题 的 非 定常 阻力 . 
(1) 由 (6.8.40) 式 及 流体 动能 速度 势 表 达 式 求 流体 动能 T(z). 
(2) 由 流体 动能 定理 求 非 定常 阻力 . 


6.50 题 图 6.53 题 图 


* 6.53 一 个 直径 为 4 圆柱 简 漂 浮 在 静止 水 面 上 ,圆柱 简 底 部 装 有 重 物 使 它 始 终 保 持 垂 
直方 向 , 且 圆 简 漫 没 在 水 中 长 度 为 疡 . 现 如 使 水 面 突 然 上 升 一 微小 高 度 yo , 试 确定 圆柱 简 的 
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运动 ( 设 圆柱 简 运 动 附加 质量 为 二 pd? , 且 略 去 粘性 阻力 影响 ) 
. 6.54 半径 为 a 的 无 穷 长 直 圆柱 在 无 穷 静 止 流体 中 沿 与 柱 轴 垂 直 的 方向 作 非 定常 直线 
运动 ,速度 v(:), 求 流体 对 圆柱 惯性 阻力 . 


